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streben "Teubners Leltfäden" viel weniger als nuch Leichtfaßlichkeit und 
praktischer Verwendbarkeit. Der neueste Stand der Forschung und neu-
zeitliche Forderungen sollen stets berücksichtigt werden. Reiche Figuren-
"I ausstattung und zuverlässiges Zahlenmaterial werden den Wert die_ser Leit-
fäden nach Möglichkeit erhöhen und sie auch zum Gebrauch in den Utlungen 
1
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Diese Anlage der Sammlung entspricht einem wirklichen Bedürfnis. 
Dies geht vor allen Dingen aus der erireuiichen Tatsache hervor, daß außer I1 den unten ange:seben_cn Autoren noch verschiedene andere bed~utende 
!J Fachm::inner sich zur Ubernahme weiterer Bändchen bereit erklärt haben. 
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ALLE RECHTE, 
EniSCBLIE88LICH DES 'OlIERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN 
VORWORT 
Der Inhalt des vorliegenden Büchleins entspricht ungefähr dem, 
was innerhalb der gesamten Vorlesungen über hühere }Iathematik 
an der hiesigen Technischen Hochschule aus dem Gebiete uer ana-
lytischen Geometrie behandelt wird. Das Buch mag demnach als 
Vorlesungsleitfaden oder auch für "\Viederholungen gute Dienste 
tun, wol)f>i es keinen wesentlichen Unterschied ausmachen lllüchte, 
ob die analytische Geometrie innerhalb einer Gesamtyorlesung 
über "Höhere Mathematik" oder gesondert zum Vortrag gelangt. 
Ich habe indessen versucht, die Darstellung nicht gar zu knapp zu 
wählen, habe dieselbe auch reichlicher mit Figuren ausgestattet, 
als es wohl sonst bei einem Leitfaden :LU geschehen pflegt. Viel-
leicht ist das Buch auf diese Weise auch zur selbständigen Ein-
führung in die Elemente der analytischen Geometrie geeignet und 
ist in diesem Sinne übrigens a ueh keineswegs allein au±' den Be-
reich der technischen Hochschulen berechnet. Besonderes Gewicht 
ist auf die rein geometrische Behandlung einfacher Mechanismen 
gelegt, in welche hier insoweit eingeführt wird, daß sich die 
weitere dynamische Behandlung innerhalb der Vorlesungen über 
Differentia 1- lind Integralrechnu ng unmittelbar anschlic ß~n kann. 
Im Kapitel über die Flächen z\veiten Grades sind außer den aller-
ersten gestaltlichen Betrachtungen nur solche Ausführungen ge-
geben, ,,,elehe den Leser zur selbständigen Herstellung von FHichen-
modellen anregen sollen. 
Für die sorgfältige Durchsicht der Korrekturbogen bin ich 
Fräulein stud. math. von G 0 etz e und Herrn canu.math. Raymanll 
hier zu herzlichem Danke verpflichtet. 
Braunschweig, im Februar 1915. 
ROBERT FRIeKE. 
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1. Teil. 
Analytische Geometrie der Ebene. 
Kap. r. Die j{oordinaten in deI' Ebene nnd die Darstellung 
der ebenen Kunen durch Gleicl11lllgen. 
§ 1. Die Kartesischen Koordinatensysteme in der Ebene. 
Die in Fig. 1 dargestellte Gerade denke man beiderseits unend-
lich lang und versehe sie, wie die Figur andeutet, mit einer Pfeil-
richtung. :Für Längenmessungen auf der Geraden vom Punkte 0 
aus führe man eine beliebige 
Längeneinheit E ein. Ein Punkt ~
P der Geraden, der von 0 aus :c 
gesehen in der Pfeilrichtung liegt, ~' 
habe in der Einheit E gemessen Q 
die Entfernung 0 P = x von 0 Fi . 1-
(Fig.1); die positive Zahl x heißt g 
dann die "Abszisse" des Punktes P. Ein Punkt Q, welcher von 0 
aus gesehen auf der der Pfeilrichtung entgegengesetzten Seite der 
Geraden liegt, möge die negative Zahl :.r = - 0 Q als Abszisse be-
kommen, wobei 0 Q die in E gemessene Entfernung des Punktes (I 
von 0 ist. Der Punkt 0 selbst bekommt die Abszisse 0 und heißt 
dieserhalb "Nullpunkt". Jl'dem (mdlichcn) Punkte der Geradfli 
kommt eine bestimmte AbsZ"isse x zu, wut jeder endliche (po:;itice, 
negative oder t'Cr,~chwinrlendl') 'Wert x lielett umgekehrt eil/eil be-
stimmten Fllnkt (Zrr GeradelI. Die Beantwortung der }'ragr, ob es 
einen Sinn haben kann, x unendlich werden zu lassen, bleibt \'01'-
behalten. 
Unter irgendeinem '\'inkel U', der (in Graden als ~laßeinheit 
benannt) > 0° und< 180 0 oder (in Bogenmaß gemessen) > 0 
und <:n: ist, werde die betrachtete Gemde von einer zweiten beider-
seits unbegrenzten Geraden gekreuzt, der wir die in Fig. 2 ange-
deutete Pfeilrichtung erteilen. Auf dieser Geraden legen wir flit; 
die Längenmessungp.n von 0 ans eine beliebige Längeneinheit E 
zugrnnde. Ein Punkt R der Geraden, der von 0 aus gesehen in 
trt'ubnera Leitt!iuC'n: Fr i c k e , An:'l.lyt. GCl)metrie 1 
2 Karte~iscbe Koordinaten 
der llicbtung der Pfeilspitze liegt, habe von 0 die in E' gemessene 
Entfernung Oll = y; diese positive Zahl y heiBt dann die "Ordi-
nate" von R. Die Punkte R' der Geraden auf der anderen Seite 
I1 
IV 
Fig. ,. 
P 
I 
von ° bekommen negative Ordi-
naten y = - Olt, wo (JR' die 
wieder in E' gemessene Entfer-
nung von 0 bis R' ist; 0 selbst 
hat natürlich die Ordinate O. 
Durch beide Geraden wird eine 
Ebene festgelegt, in welcher P 
ein heliebiger Punkt in "end-
licher" Entfernung von 0 sei. 
Man ziehe durch P Parallele zur 
zweiten und ersten Geraden, bis 
man diese Geraden in den Punkten Q und R erreicht, und erteile 
dem Punkte P die Abszisse x von Q gleichfalls als "Abszisse", die 
Ordinate y von 1l aber als "Ordinate". Zusammenfassend nennt man 
die dem Punkte P zugeordneten Zahlen x, y die "Koordinaten" 
von P, spricht auch einzeln von der "x-Koordinate" und "y-Koor-
dinate". Jeder endliche Punkt P der ~Ebene bekommt ein bestimmtes 
KoordinatenlJUur x, y und wird demnach mich als der Punkt (x, y) 
bezeichnet; umgekehrt entspricht jedem endlichen Wo·tcpaal·e x, y 
!in bestimmter Punkt P. Deutung und Gebrauch unendlich großer 
Werte der Koordinaten bleibt vorbehalten. 
Die beiden sich in 0 schneidenden Geraden heiBen ,.Achsen des 
Koordinatensystems" und werden als "x-Achse" oder "Abszissen-
achse" und ny-Achse" oder "Ordinatenachse" unterschieden. Die 
Benennung "Koordinatensystem" können wir a.uf die "Zusammen-
stellung" der Koordinaten x, y für den einzelnen Punkt P oder 
auch auf die Darstellung aller endlichen Punkte der Ebene durch 
das "System" aller endlichen ·Wertepaare x, y beziehen. Der durch 
den Nullpunkt 0 abgetrennte Teil der einzelnen Achse, welcher 
die Pfeilspitze trägt, heißt die "positive Achse", der andere Teil 
die "negative Achse". lVir halten an der (in Fig. 2 vorliegenden) 
Anordnung (I'st, daß dir positive x-Achse 'vermöge einer Drehung 
durch den Winkel w, den "Achsenwinkel", entgegen dem Drehungs-
sinn des Uhrzeigers in die positive y-Achse übergeht. Zufolge Fig. 2 
kann man übrigens die Abszisse x des Punktes P auch durch die 
in der Einheit E gemessene Länge PR erklären, die Ordinate ent-
sprechend durch die in E' gemessene Länge PQ, wobei natür" 
lieh die ~laßzahl jedesmal mit dem richtigen Vorzeichen zu ver-
sehen ist. 
Durch die Achsen wird die ganze Ebene in vier Teile zerlegt, 
die in Fig. 2 mit I, II, III und IV bezeichnet sind. Die Innen 
Polarkoordinaten 3 
punkte des Teiles I haben positive Koordinaten, diejenigen des 
Teiles II haben x < 0, y > 0 usw. 
Nach ihrem Erfinder Cartesius heißen die erklärten Koordi-
naten x, y der Punkte P der Ebene "Kartesische Koordinaten". 
Ist der Achsenwinkel 11' insbesondere ein rechter. so spricht mall 
von "recldu'inkligen Koonlinatm" i liegt dieser Full nicht vor, so 
bezeichnet man das Koordinatensystem als ein "schie(ldl/ldiges", 
Vornehmlich werden wir mit rechtwinkligen Koordinaten arbeiten. 
Für manche Zwecke 
ist es vorteilhaft, die 
beiden mit Ii und .' 
bezeichneten Längen-
einheiten verschieden 
zu wählen; doch sollen 
diesdben weiterhin 
stets einander gleich 
sein, so daß nur mit 
einer einzigen Längem-
einheit gearbeitet ll'ird. 
Wählt man etwa ein 
Zentimeter als Län-
geneinheit, so ist für 
zeichnerische Zwecke 
~::=:~ 
_~~~~-f: -:-t~~_~: ~-i:tJ:: ~! 
r 'cie L:JJ:t--_-..::; ''''''>''-tl?' 
Fig, S. 
das im Handel erhältliche "Millimeterpapier" oder "Koordinaten-
papier" (Fig. 3) sehr brauchbar, da man vermöge der Einteilung der 
Ebene in Quadratmillimeter die Koordinaten der einzelnen Punldp 
ziemlich sicher auf Zehntel-Millimeter abschätzen kann. 
§ 2, Das Polarkoordinatensystem in der Ebene. 
In der Ebene sei ein beliebiger Punkt Ci und eine VOll ihm aus-
gehende Gerade 0 A gewählt (Fig. 4). Eillen helielJigen VOll () 
verschiedenen endlichen Punkt P 
der Ebene kann man eindeutig 
festlegen durch Angabe der Ent-
fernung 0 P - r ll€S Punktes P 
von 0 und des Winkels -1: A 0 P 
=.(1 zwischen OA und OP. 
Man nennt rund .(1 "Polarkoor-
dinaten" von P und bezeichnet 
einzeln r als "Radiusvektor" und 
.(1 als "Amplitude", Dem erklärten 
"Polat'koordillatt'lIsystem" liegt 0 
als "Pol" und die Gerade 0 A 
Fig.4. 
als "Achse" zugrunde. Die J\laßzahlen ,]er \rink .. 1 {T, die' I\'ir i!t<-
wöhnlich in Graden gemessen dAnk"ll, "ollen 1,ei 1 lJ· .. hulI,!! ,]"" 
1 ' 
4 Beziehung zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten 
Radiusvektors entgegen dem Drehsinn des Uhrzeigers wachsen. Der 
Punkt P der Polarkoordinaten r, {} wird auch kurz als Punkt (r, {J-) 
benannt. 
Ein von 0 verschiedener Punkt der Achse OA 1) hat die Am-
plitude O. :Man gewinnt bereits alle von 0 in der Ebene aus· 
strahlende Richtungen, und jede nur einmal, wenn man den Win-
kel {J- auf das Intervall 0 0 < {J- < 360 0 beschränkt. Der PolO 
selbst ist durch r = 0 eindeutig bestimmt .. jeder von 0 verschiedene 
fnd/jclle Punkt P der Ebme bekommt als Koordinatenpaar zwei 
Zahlen r, {J-. die den Ungleichungen: 
l' > 0, 0° < {J- < 360 0 
genügen (s. die Funkte 1', p', p" in Fig. 4), und jedes solche Zahlen-
paar r, {J- liefert eindeutig einen Punkt P. 
Kommen bei Rechnungen Winkel {} außerhalb jenes Intervalls 
vor, so mag man sie durch Zusatz oder Abzug eines Multiplums 
von 360 0 auf Winkel des Inter-
valls reduzieren. Etwa. bei Rech-
nungen auftretende negative W erle 
von r sind auf eine mögliche Deu-
tung stets besonders zu unter-
suchen. Die Zulassung des Werles 
r = 00 bleibt vorbehalten. Für 
zeichnerische Zwecke eignet sich 
das gleichfalls im Handel erhält-
liche "Polarkoordinatenpapier", 
dessen Einrichtung aus Fig. 5 er-
sichtlich ist. 
Fig. 5. .·Führt man neben den Polarkoor-
dmaten noch ein rechtwinkliges 
kartesisches Koordinatensystem ein mit dem PolO als "N ullpunkt" 
und der Achse (J A als "positiver x-Achse", so bestehen zwischen 
~~ \0 , 
~~~ .---- ....... -----------..... ) 
l<'ii<. 6. 
den Polarkoordinaten 1',{J- und den 
rechtwinkligen Koordinaten x, y 
eines und desselben Punktes P 
die Beziehungen: 
(1) { X = r cos {J-, 
y=rsin{J-, 
die man an den beiden Punkten 
P und P' der Fig. 6 leicht be-
weisen wird. Umgekehrt drücken 
1) "fan denke dieselbe in Richtung der Pfeilspitze in Fig. 4 un-
begrenzt. 
Transformation kartesischer Koordinaten 
sich die Polarkoorrunaten ,., {t eines Punktes P in dessen recht-
winkligen Koordinaten x, y auf Grund der Gleichungen aus; 
l/--i--ii IX. Y (2) ,. = + y x + y, cos {t = -- = = .. "', sm {t = .- -. =-=-c.e, 
+v'x'+ y' + v'x'+ y' 
wobei für den Nullpunkt 0 die beiden letzten Gleichungen in 
Fortfall kommen. 
§ 3. Transformation kartesischer Koordinaten. 
Es soll festgestellt werden, wie sich. die kartesischen Koordi-
naten eines Punktes umformen oder "transformieren", wenn lllan 
einen Wechsel des Achsenpaares vornimmt. 'Vir betrachten fol-
gende Spezialfälle : 
I. Der neue Nullpunkt 0' habe die Koordinaten a, b im alten 
System (Fig. 7), die neuen Achsen seien den alten paralld und 
gleichgerichtet j man spricht von 
einer "Paralleherschiebung" oder 
"Translation" der alten Achsen 
in die neue Lage. 
In Fig. 7 sind die neuen Achsen 
stark markiert, und die Strecken 
o"fl und O'S haben die Längen a 
und - bj im Falle der Fig. 7 hat 
nämlich b einen negativen Wert. 
Die alten Koordinaten x, y eines 
Punktes P stellen sich in den 
Fig, I. 
neuen x', y' des gleichen Punktes in der Gestalt: 
(1) x = cl + a, y = y' + b 
dar; für den Punkt P der Fig. j liest man diese H"I.l:cl sofort alls 
der Figur ab, sie gilt unverändert für alle endlichen Pnnktt· P, 
sowie übrigens auch für alle Lagen des neut:>n ~ullpunktes U, 
wie man in einigen Fällen prüfen 
wolle. 
II. Die neuen Achsen seien recht-
winklig, beide Systeme haben den 
Xullpunkt, die x-Achse und deren 
Richtung gemein (s. Fig. 8, wo die 
neuen Achsen wieder stark mar-
kiert sind). 
Ist u· der A(;hsenwinkel im alten Fig. il. 
System, so stellen sicb die neuen Konrdinaten /, .11' eines Punk-
tes P in den alten X, 2/ so dar: 
x' = ,r + ?J COS 11" , ,1/ = !/ "in /r, 
6 Drehung der rechtwinkligen Achsen 
woraus man durch Auflösung nach x uud !I findet: 
(3) x = x' - y' cotg U', y' y = sin IV 
Für den Punkt P der Fig. 8 liest man die Gleiehungen (2) aus 
der Figur leicht ab; sie gelten in derselben Gestalt für alle end-
lichen Punkte P sowie übrigens auch für stumpfe Winkel w, wie 
man wieder in einigen Fällen prüfen wolle. 
III. Beide Systeme sind rechtwinklig und haben den Nullpunkt 
gemein, so daß die alten Achsen in die neuen mittels einer "D1'fhung" 
Fig.9. 
oder ,.Rotation" um 0 durch den 
Winkel a übergehen; derDrehungs-
winkel a ist irgendeiner im Inter· 
vall 0° <:::; a < 360°. 
In Fig.-9 sind die neuen Achsen 
wieder stark markiert und die 
Koordinaten x, y des Punktes P 
im alten System sowie x', y' im 
neuen System durch die punktier-
ten Linien angedeutet. )Ian ordne 
jedem System ein Polarkoordi-
natensystem zu, indem man 0 als Pol und je die positive Abszissen-
achse zur Achse "ählt. In dem zum alten System gehörenden Polar-
koordinatensystem sei P der Punkt (I', {)), im anderen (r', {t')i dann 
gilt (Fig. 9): 
Hieraus folgt auf Grund von (1) S. 4: 
x' = y' cos {}' = j' cos ({) - Cl) = + l' COS {) • eos a + r sin {t . sin a, 
y' = r' sin {}' = i" sin ({) - a) = - r cos {} . sin Cl + r sin {t . eos a, 
und also, wenn man r cos {) = x und r sin {} = Y setzt: 
(-1) x' = + .:1: eos a + .If sin ((, y' = - x sin a + y cos Ci. 
Dnreh Auflösung nach x und ?J findet man die Ausdrücke: 
er) ) x = + x' cos Cl - y' sin a, y = + x' sin CI + y' eos a 
der alten Koordinaten in den neuen. -
Der Übergang von irgendeinem Achsenpaar des Nullpunktes 0 
wirgendeinem anderen des Nullpunktes 0' kann durch Zusammen-
s01:zung einiger Transformationen der vorbetrachtetcn hesonderen 
Artpn hergestellt werden. :\Ian vollziehe nämlich erstlieh eine 
Parallelverschiebung der alten Achsen nach dem neuen Null-
1) Ist ,Jj- < Cl, SO hat man die 7-weite Gleichung zu ersetzen durch 
,Jj-' = {T -, a + 3fJO ". 
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punkte 0'; hierauf gehe man von beiden Systemen zu zwei recht-
winkligen über, die mit ihnen den Nullpunkt 0', die x-Achsen und 
deren Richtungen gemein haben; das eine der beiden rechtwink-
ligen Achsenpaare geht dann einfach durch eine Drehung um 0' 
in das andere iiber. Da in aUell. einzelnen Formelpaaren (1), (3), 
(5) die alten Koordinaten sich als Aggregate "ersten Grades" in 
den neuen darstellen, so folgt auch bei der Zusammensetzung der 
Transformationen der Satz: Jede l'ransformafion kartesischer Koor-
dinaten wieder auf km-tesische begründet zU'ischen den beiderseitigen 
Koordinatenpaaren eine BI'zü'lIUng "el"sien" Grades oder, fcie man 
auch sagt, eine "lineare" Beziehung der Gestalt: 
(6) x = at x' + lJ2 ,1/ + a, y = b1:!." + b2y' + b. 
§ 4. Ausdruok der Entfernung zweier Punkte in reoht-
winkligen Koordinaten. 
Ein Punkt P der rechtwinkligen Koordinateu x, y hat zufoJge 
(2) S. 5 vom Nullpunkte 0 die Entfernung: 
(1) OP = + y;;2+'yl!. 
Sind zwei Punkte Pt und Ps durch ihre rechtwinkligen Koor-
dinaten Xu Yl und X2 , Y2 gegeben, so führe man eine Translation 
der Achsen nach Pt als neuen Nullpunkt aus. Nach (1) S. 5 sind 
die neuen Koordinaten x', y' des Punktes Pi: 
x' = Xl - a.~2' y' = Yt - Y! . 
Aus der eh.e~ angegebenen Gleichung (1) folgt somit: Die Enl-
fernung Pt P2 zU'eier durch ihre ,"echtu'inkligen Koordinaten Xl' Yl 
und Xi' Y2 gegebmcn Punkte Pt, P2 ist dargestellt cl/lreh: 
(2) Pt P; = + -ver; - Xi? +'(Yl - Y2)2· 
§ 5. Teilung und Verlängerung einer Strecke nach 
gegebenem Verhältnis. 
Der Nullpunkt 0 und ein von 0 verschiedener Punkt PI der 
Koordinaten Xl' YI legen eine dnrch sie hindurchlaufendc Gerade 
fest, welche durch 0 und Pt in drei Abschnitte zerlegt wird, die 
endliche Str'lcke OPI und die beiden von 0 hzw. von P1 ins Un-
endliche laufenden Abschnitte. Ist P irgendein von 0 verschieden!'r 
Punkt dieser Geraden, so sind, wie ein Blick auf Fig. 10 lehrt, 
die Koordinaten x, Y von P zu Xl' YI proportional und können 
also mittels eines Proportionalitätsfaktors I' in der Gestalt: 
(1) 
dargestellt werden. Umgekehrt ist., wenn I' irgendeiusn eu.1lichen 
8 Teilung und Verli1ngernng einer Strecke 
Wert bedeutet, der Punkt «(LXI' ILYj) stets auf jener Geraden ge-
legen; insbesondere liefert (L = 0 den Nullpunkt 0, iL = 1 den 
Punkt PI' und man erhält für IL < 0 
einen Innenpunkt des von 0 ins Un-
endliche laufenden Abschnitts, für 
o < tt < 1 einen Innenpunkt der 
Strecke 0 PI und endlich für tt > 1 
einen Innenpunkt der von PI ins 
UnendlichE] laufenden Strecke. In 
jedem Falle gilt die Proportion: 
(2) OIJ:OP1 =!tt!:1, 
Fig. 10. wenn I iL I den absoluten \Vert \'on tt 
bedeutet. 
Gehört P der Strecke 0 PI an, ist also 0 < IL < 1, so wird diese 
Strecke durch den Punkt P nach dem VerhältnIs: 
jjp: F1P = (l : (1 -li) 
geteilt. Schreiben wir für dies Verhältnis zwei beliebige, nicht-
negative und nicht zugleich verschwindende Verhältniszahlen 
In t , nl2 vor: 
(3) 
so berechnet sich der zugehörige Wert (i aus: 
~~ =m1 
1 - f' m. 
Der Pun'kt P, 1ccZcher die Strecke OPI nach dem l/PI'MUnis (3) 
teilt, hat also die Koordinaten: 
(4) m,y, v=_··· .. · 
m, + '111, 
Ist P nicht Innenpunkt der Strecke OPI , ist also entweder 
!l ~ 1 oder IL;;; 0, so sagt man, P verlängere die Strecke OPI 
nach dem Verhältnis: 
OP:P1P'=tt:(ft-1) oder (Jp:p!'P=(-!t):(-iL+ 1), 
je nachdem (L > 1 oder iL::;: ° zutrifft. Schreibt man für dies 
Verhiiltnis zwei voneinander 'v-erschiedene, nicht-negative lind nicht 
zugleich verschwindende Verhältniszahlen 'ln t , m2 vor: 
(5) 
so liegt der erste oder 7:weite der eben unterschiedenen FlIlle vor, 
je nachllem 'ln t > m2 oder m\ < 11/2 zutrifft; entsprechend liegt l' 
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auf dem von PI bzw. auf dem von 0 ins Unendliche ziehenden 
Abschnitte unserer Geraden. In beiden Fällen gilt: 
__ Il-_ = 1n, 
/L-l VI, 
und also /L = ~ . 
VI, - 111. 
Der Punkt P, welcher die Strecke 0 PI nach dem Ycrhältnis (5) 
'fcrlän{/Cl"t, hat also die KOO1·dinatcn: 
(6) 111, X, x=---, 
VI, -111. 
1II,y, Y = -------. 
111, - VI, 
Soll eine beliebige endliche und nicht-verschwindende Strecke 
PI P2' die durch die Koordinaten xl> YI und X2 , Y2 ihrer End-
punkte PI' P 2 gegeben ist, durch den Punkt P der Koordinaten x, y 
nach dem Verhältnis: 
(7) 
geteilt oder verlängert werden, so führe man, um die Regeln (4) 
und (6) anwenden zu können, eine Parallel verschiebung der Achsen 
auf Pj als neuen Nullpunkt aus. Im neuen Koordinatensysteme 
hat PI die Koordinaten Xl - :1'2' ?h - Y2' der Punkt P aber 
x - X 2 , Y - 112, so daß aus (4) und (6): 
m, (y, - y,) Y - Y2 =-.. .- -.-
m, ±m: 
folgt. Durch Auflösung nach x und y ergibt sich: Det· Punkt P. 
welcher die Strecke PI P2 nach dem Yel·hältnis (1) teilt bzw. ur-
längert, hat die Koordinaten: 
(8) J: = 111, XI ±III.~. 
1n, ± m, ' 
-In, y, ± m.!I. }! = - - ------
• ml ±m, 
wobei die oberen Zeichen die Teilung, die mdcren abcr die l'edätl-
gerung liefern. 
Bei der Teilung findet man in dem besonderen Falle nil = Ul!: 
Der Mittelpunkt der Strecke 1\ p! lwt die arithmetischen Mittel der 
Koordinaten der Endpunkte zu K()ordinaten: 
(9) X, + X, 11, + !I. x = -. 2-- , !I = ..... -i- " 
'Vürde man im Falle der Verlängerung ml = lI!2 setzen, so würde, 
da die beiden Gleichungen Xl = x2, Vl = Y2 ni,:ht zugleich zutrf'tlen 
kiinnen, mindestens einer der beiden durch (8) gelieferten Werte 
X, !I nicht mehr endlich sein, so daß dem Yerläng'erungsverh:ilt-
nis 1 kein endlicher Punkt der Geraden entspricht. Gm jedoch 
aurh dieses Y frhältnis 1 mit einer geometrischen Sprechweisp zu 
versehen, sagt man, es lifjere ",[en unendlidl 1','rnl'l1 Punkt" der 
Gu'adel!. Di\'sn Punkt hat dann, insofern ;;ich das Verhältnis 1 
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stetig sowohl an die Verhältnisse unter 1 als an die über 1 an-
schließt, als gemeinsamer Endpunkt der beiden von Pi und t'on Pl 
ins Unendliche laufenden Abschnitte UnSC1'C1' Geraden zu gelten. 
§ 6. Darstellung ebener Kurven durch Gleichungen. 
Ist zwischen den Koordinaten x, y die Gleichung y = 2 x - 3 
vorgeschrieben, so berechnet sich aus derselben für jedes x ein 
bestimmter Wert y, der mit jenem x einen Punkt (x, y) festlegt. 
Markiert man alle diese Punkte, so bilden dieselben eine zusam-
Fig. 11. Fig. n. 
menhängende Punktreihe oder Linie (und zwar eine "Gerade"), 
wie Fig. 11 erläutert. Gilt die Gleichung y2 - X = 0 und also 
y = ± JIX, so hat man für jede positive Abszisse x zwei einander 
entgegengesetzte Werte y, für x = 0 den einen Wert y = 0 und 
für negative x keine (reellen) Werte y. Die Punkte (x, y), deren 
Koordinaten die vorgeschriebene Gleichung befriedigen, setzen die 
in Fig. 12 dargestellte Kurve ("Parabel") zusammen. Ist für die 
Flg.13. 
I!Pll Pol () umgebende oval 
in Fig. 13 dargestellt ist. 
Polarkoordinaten r, -& die Glei-
chung: 
Ö 
r = ----------
a + 2 C08 a-
vorgeschrieben, so entspricht jeder 
Amplitude -& eindeutig ein be-
stimmt.er positiver Wert r, der mit 
-& einen Punkt (1', {/') der Ebene 
festlegt. Alle in solcher Weise 
der vorgeschriebenen Gleichung 
entsprechenden Punkte bilden eine 
geformte Kurve ("Ellipse"), welche 
In dieser Art ordnen wir unter Vorbehalt gen&uerer Untersu-
chung allgemein einer Gleichung zwischen hrtesischen Koordi-
naten oder zwischen Polarkoordinaten eine "Kurvt" zu, bestehend 
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aus allen Punkten der Ebene, deren Koordinatenpaare die vorge-
schriebene Gleichung befriedigen. 
Ist eine Kurve gegeben, so versuche man umgekehrt eine Glei-
chung zwischen den Koordinaten eines geeignet gewählten Sy~tcms 
aufzustellen, die von sich aus in 
vorstehender Weise zur Kurve hin-
führen würde. Z. B. ist in Fig. 14 
in einem Kreise vom Radius 1 ein 
Durchmesser 0 A und im Endpunkte 
A die Tangente gezeichnet. Auf der 
Geraden von 0 nach einem Punkte B 
der Tangente sei Be die durch den 
Schnittpunkt C mit dem Kreise ab-
geschnittene äußere Strecke. :Man 
trage auf dieser Geraden von 0 eine 
mitjenem_~ußer~ Abschnitte gleiche 
Strecke OP = BC ab. Der geome-
trische Ort aller so gewinnbaren 
Punkte P (man sehe noch die Punkte 
p' und p" der Figur als Beispiele) 
ist die in Fig.14 gezeichnete Kurve 
ltig 11,. 
("Zissoide"). Wählt man 0 als Pol und 0 A als Achse eines 
Polarkoordinatensystems, so gilt, wenn {t die "\mplitude des 
Punktes Bist: 
OB=-~-
COB ;t' OC = 2 ros V-, B C = 2 <i. - 2 cos {}; cos v 
also ist, wenn r, {t die Koordinaten von I' sind: 
\) '> sill ~ ,{T 
1" = 0 l' =-=----- - 2 ros {t = - . 
cos {} co, lt 
Da umgekehrt keine anderen Punkte (1', [t) als diejenigPll der frag-
lichen Kurve die vorstehende Gleichung befriedigen, so ist: 
r cos {t - 2 sin 2 11 = 0 
die Gleichung der Kurve in dem geWählten Polarkoordinatensystem 
Nimmt man 0 als Nullpunkt und OA als positiye x-Achse eines 
rr,chtwinkligcn Koordinatensystems, so l'PChllf't siel! auf (;ruuü 
VOll (2) § 2 die vorstehende Gleichun~ auf: 
(1) 
um. Diese Gleichung würde ,Oll sieh aus zur Kurve d.·!' FiV. 1 I 
hinführen. 
In dieser Art deuken wir jetzt allgemein ein"!' yorgplpf!tPJl Kllrn, 
eine Gleichung zwischen I\:oordinntt'n eillvs zWl't·km'iJ.lig gpwähltl'll 
1~ Klassifikation der Kurven 
Systems zugeordnet, die dann eben von sich aus in der anfangs bespro-
chenen Art wieder zur Kurve hinführen muß. Man nennt diese Glei-
chung den "analytischen Ausdruck'( oder kurz "die Gleiclmng" der 
Kurve Die Methode der "analytischen" Geometrie besteht darin, 
daß man die geomet1'ischen Eigensdw(ten dCl' ](urven durch Rech-
nungen ("analytische" Entwicklungen), angeU'andt auf ihre Glei-
chungen, erforscld. 
§ 7. Einteilung der Kurven nach der Art ihrer Gleichungen 
in kartesischen Koordinaten. 
Entsteht die Gleichung einel' Kurve in km'laischen ](oordinaten 
durch Nullsetzen eines Aggregates, dessen einzelne Glieder neben 
konstanten Koeffizienten nur Potenzen von x und y mit ganzzah-
ligen, nicht-negativen Exponenten enthalten, oder ist die Gleichung 
durch Umrechnung auf diese Gestalt reduzierbar, so heißt die Kurve 
eine "algebraische". Die Summe der Exponenten von x und y im 
einzelnen Gliede heiBt der ,.Grad" des Gliedes; der höchste im 
Aggregat a.uftretende Grad heiBt der "Grad df1' Gleichung". Man 
teilt die algebraischen Kurven nach dem Grade ihrer Gleichungen 
in "Kurven ersten, zweiten USW. Gmdcs;' ein; z. B. ist die in Fig. 14 
dargestellte Kurve zufolge ihrer Gleichung ( 1) § 6 vom dritten Grade. 
Sollen diese Erklärungen Bedeutung haben, so müssen sie von 
der Auswahl des Koordinatensystems unabhängig sein: In der Tat 
UZeibt eine algebraische ](urve n tm G1"ades eine solche, falls man 
durch Transformation zu eintm anderen kartesisch rn Koordinatrn-
system übergeht. Es liefert nämlich jede solche Transformation 
Ausdrücke der Gestalt (6) S. 7 für die alten Koordinaten x, y in 
den neuen x', y'. Ein Glied ax,uy" des Grades (IL + v) liefert, auf 
die x', y' umgerechnet, ein Aggregat, das den Grad (IL + v) nicht 
übersteigt. Die Kurve bleibt also bei Gebrauch der x', y' alge-
braisch, und ihr Gra.d ist nicht> 1i; er kann aber auch nicht< n 
sein, da man sonst bei der umgekehrten Transformation in den 
ursprünglichen x, y zu einer Gleichung mit einem Grade < n zu-
rückgeführt würde . 
. Alle nieht-aJgeLraischen Kurven heißen .,transzendent' (das Ge· 
blet der Algebra übersteigend), z. B. die Kurve, welche der Glei-
chung y = lOlog x entspricht. 
Kap. n. Die Geraden und die Kreise. 
§ 8. Darstellung der Geraden in kartesischen Koordinaten. 
Eine z.ur y- Achse parallele Gerade ist durch ihren Schnittpunkt 
(d,O) mIt der ;l:-Aehse bestimmt. Alle Punkte der Geraden <18-
nügen der Gleichung: " 
(1) x = d, 
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und jeder Punkt (x, y), der diese Gleichung befriedigt, also jeder 
Punkt (d, y) liegt auf der Geraden, so daß wir in (1) die Glei-
chung der Geraden vor uns haben; die y-Achse selbst hat dem-
nach die Gleichung x = Q. 
Eine nicht zur y-Achse parallele Gerade ist durch ihren Schnitt-
punkt (0, 11) mit dieser Achse und ihren Winkel {J gegen die 
x-Achse bestimmt; ist die Gerade 
zur x-Achse parallel, so ist {J = 0 
zu nehmen, andernfalls sei ß der 
Winkel der nach oben 1) gerichtet.en 
Geraden gegen die positive x- Achse 
(Fig. 15). Umgekehrt gehört zu be-
liebigem v und irgendeinem dem 
Intervall 0° < (J < 1800 entnomme-
nen, vom Achsenwinkel w verschie- 1!'ig. 15. 
A 
denen Winkel ß immer eine bestimmte, zur y-Achse nicht-par-
allele Gerade. 2) 
Sind r, .If Polarkoordinaten in bezug auf den Punkt (0, v) als 
PolO' und die zuz:.positiven x- Achse parallele Achse 0'.1 (Fig.15), 
so gilt für den Ubergang von den Polarkoordinaten 1",.If eines 
einzelnen Punktes zu dessen kartesischen Koordinaten x, y nach 
(1) § 2 und (1) und (2) § 3: 
(2) r cos .If = x + (y - v) COS '/I', r sin .If = (y - v) sin1/". 
Die Gerade setzt sich nun zusammen aus dem Pole ,. = 0, allen 
Punkten mit .If = {J und allen Punkten mit .If = ß + 180°; d. h. sie 
besteht gerade genau aus allen Punkten, welche die Gleichung: 
r sin ({t - ß) = I' sin .If . cos ß - )" COS .If . sin ß = 0 
befriedigen. Durch Eintragung der Ausurücke (2) für l' sin.lf nuu 
r cos.lf folgt: 
(y - v) sin 11" cos ß - X sin ß - (y - V) COS /I' sin /1 = 0, 
oder besser geordnet: 
(3) y = (_. __ !i~t -) x + I' 
SIll(//) -ß) 
als Gleichung der Geraden im Koordinatensystem x, y. 
Den Koeffizienten von x in der Gleichung (3) het;eichnen wir 
kurz durch: 
(4) sin ß 1 /A- = SÜ1(lc ..:... ß) = Bin u; cotg 1'1 - co, 11' 
1) d. i. im Sinne wachsender Ordinaten y. 
2) Der ausgeschlossene Fall ß = /c führt zu den schon erledigten 
zur y-Achse parallelen Geraden. 
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und nennen ihn den "Richtungskoefti:denten" der Gleichung: 
(5) Y = /lx + v. 
Jeder von wvcrscl/iedcne tVinkel ß liefert einen besNmmtrn end-
lichen tVerf /l, und zu jedem endlichen Werte /L gehärt zufol.rJc 
(4) ein bestimmter, von 10 verschiedener Winkel ß des Intervalls 
OO::::::ß< 180°. 
Unter Zusammenfassung von (1) und (5) folgt: Eine Gt-rade 
i.~t in kartesischen Koordinaten durch eine Gleichung ersit'n Grades 
darstdlbar. 
1st umgekehrt irgend eine Gleichung ersten Grades: 
(6) ax + by = c 
vorgelegt, so tliirfen die Koeffizienten a und b nield zugleich ver-
selueinden, da die Gleichung sonst entweder für kein (endliches) 
Wertepaar x, y erfüllt ist (nämlich für e 9= 0) oder aber für alle 
Paare x, y (nämlich wenn C = 0 ist)1). Ist b = 0, so setze man 
C = d und kommt zur Gleichung (1) zurück; ist b -+= 0, so sette 
" man .~ = - (L, ~ = v unO. wird zur Gleichung (5) geführt: Jede 
GI(-icliung (6) mit n1c1d Zl/i/lldeh t·erschtdndenden a, b slellt eine 
Gerade (lar, so daß die gesamten Geraden der Ebene die algebra-
ischen Kurren ersten Grades erscllijp!i.n. 
Als selbstverständlich notieren wir noch den Satz: Zwei Glei-
chungen ersten Grades, die liich nur um einen endlichen, nicht-ver-
selufindenden Faktor Imtersclieiden, stellen ein l.t/Jd dieselbe Gerade 
dar Ilml umg<:kchrt. Betreffs der Cmkehrung wolle man nur be-
achten, daß o.ie !leiden dieselbe Gerade darstellenden Gleiehungen 
bei den soeben an (6) angeknüpften Rechnungen zu ein und der-
selben Gleichung (1) bzw. (5) führen müssen. 
S 9. Die Normalgleichungen der Geraden. 
Die Gleichung (6) nennen wir "allgemeine Gleichung" der Ge-
raden. Durch Zusatz geeigneter endlicher und nicht-verschwin-
dender Faktoren entstehen die "J',TQ1·malgleichungen" der Geraden. 
1. Erste ~ormalgleichung einer nicht zur y-Achse parallelen 
Geraden. 
Als solche ,bezeichnen wir die im vorigen Paragraphen benutzte 
Gleichung" (5), in der /l den Richtungskoeffizienten und v die 
Ordinate des Schnittpunktes mit der y- Achse darstellt. Im Falle 
eines rechtwinkligen Systems ist zufolge (4) § 8 einfach: 
(1) (L = tg ß· 
1) Man kann auch sagen, daß der erste Grad gar nicht vorliegen 
würde, wenn ct und b zugleich verschwinden. 
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11. Zweite Normalgleichung einer nicht durch 0 laufenden Ge-
raden. 
Für eine durch den Nullpunkt laufende Gerade ist c = 0, d. h. 
das Verschwinden des Absolutgliedes charakteristisch. Ist c =\= 0, 
t '1 d' GI' h dIe und schreibe C = I C so el e man le elC \lug urc I a 'b = m . 
Die Normalgleichung ist: 
(2) -f + .! = 1. 
Dabei bedeutet I die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit 
der x-Achse, m die Ordinate des Schnittpunktes mit der y-Achse: 
1 und m sind =\= 0, können aber (jedoeh nicht zugleich) unendlich 
werden (Fall einer zu einer Achse parallelen Geraden). 
In. Dritte Normalgleichung oder "Zweipunktform " der Ge-
radengleichung. 
Durch zwei voneinander verschiedene Punkte (Xl' Jlll, (X2, !/J 
läuft eine einzige Gerade hindurch, deren Gleithung iu der Uestal t: 
(3)x_-x!. y-!~ 
Xi - .X, y, - y, 
geschrieben werden kann, falls keine der Differenzen (x:! -- Xl) 
und (y, - YI) verschwindet; denn diese Gleichung ist in den va-
riabelen Koordinaten X,!J vom ersten Grade und ist sO"'ohl für 
x = Xl' Y = Yt als flir x = x" Y =.1/% erfüllt. Gleichung iB) ge-
staltet man leicht in die folgende "ZlCeipunktfol"llr' der Geraden-
gleichung um: 
(4) x (Y2 - yJ + Y (Xl - ;1'2) - (Xd12 - X 21h) = O. 
Gleichung (4) bleibt auch bestehen, falls eine der Difl"el'flnzen 
(y, - Yl)' (x; - x,) verschwindet; ist z. B . .r~ = Xl lind damit 
die Gerade zur y-Achse parallel, so nimmt die Gleichung (4) !lach 
Division durch die jetzt von 0 verschiedene Zahl (.1/2 - fit) die 
für jenen Fall charakteristische Gestalt ,I' - :1'1 = 0 an. 
IV. Vierte Normalgleichung einer Geraden bei rechtwinkligen 1) 
Koordinaten. 
Polarkoordinaten r, 4} beziehen wir auf 0 als Pol und die 
positive x-Achse als Achse. Läuft erstens die Gerade nicht 
durch 0, so fälle man von 0 das Lot auf die Gerade, dessen 
Fußpunkt die Koordinaten r = p, 4} = "habe. Für einen Punkt 
der Geraden VOn den Koordinaten r, {} mit ,,< & < 3GO 0 gilt 
(Fig.16): 
l' cos (&- Ci) = r cos {} . co, " + r sin i} . sin CI ~ p, 
1) Diese besondere Voraussetzung dient der Vereinfachung (h'l" [,.1-
gen den l<'ormeln. 
16 Vierte ::\ormaJgleichung uer Geratlcn 
oder in rechtwinkligen Koordinaten geschrieben: 
(5) x cos a + y sin a - p = O. 
Da diese Gleichung frsten Grades auch für den Lotfußpun.kt (p,~) 
der rechtwinklicten Koordinaten x = p cos a \ y = P Sill a gIlt 
und also für di: ztcei Punkte (r, {f) und (p, CI) der Geraden rich-
tig ist, so stellt sie die Gerade dar und 
sei unsere ,.,vierte Normalyleiclmrlg", in 
Fig.16. 
der also jJ die 
Länge des Lo-
tes VOn 0 auf 
die Gerade ist 
und a die Am-
plitude dieses 
Lotes bedeutet. 
Die Gleichung 
:!,'ig. 17. 
(5) bleibt im Falle einer durch () laufenden Geraden gültig; dann 
ist p = 0 und a einer der beiden Winkel, welche die in 0 auf der 
Geraden errichteten Lote (in Fig. 17 punktiert) zu Amplituden 
haben. Es ist nämlich in diesem Falle r cos ({) - a) = 0 die Glei-
ehung der Geraden in Polarkoordinaten (l<'ig. 17). 
Um den :Faktor (J zu bestimmen, der von der "allgemeinen" 
Gleichung (6) S, 14 aus in: 
(jax + oby - (Je = 0 
die Normalgleichung (5) liefert, setze man: 
0(/ = cos a, ob = sin CI, 
woraus man durch Quadrieren und Addieren: 
1 (6) 0 2 (a! + b2) = 1, 0 = --~. C'-,-
±Va2 +b' 
findet. Für c = 0 ist das Vorzeichen in der zweiten Gleichung (6) 
u'illkürlich wählbar (s. die zwei um 1800 verschiedenen Winkel CI 
der Fig. 17). Für c 4= 0 sei sgn (c), d. i. "signum" von c, das 
Vorzeichen von c und also gleich + lader - 1, je nachdem 
c > 0 oder< 0 ist; dann ist: 
(7) 
mit positiv 
(8) 
G = ___ s!!,~ ~ct 
+yci-'+1' 
genommener \V urzel zu setzen, damit die Lotlänge : 
c ' sgn (c) i C P = (je = ---.C-=:C,_-= .... == -
+ Va' + b' + V'a' +P 
einen positiven Zahl wert darstellt. 
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§ 10. Abstand eines Punktes von einer Geraden. 
Der Abstand eines Punktes von einer Geraden ist die Länge 
des Lotes vom Punkte auf die Gerade. Ist die Gerade in recht-
winkligen Koordinaten durch die "allgemeine" Gleichung (6) S. l·i 
gegeben, so ist der Abstand p des Punktes 0 von der Geraden 
durch (8) § 9 gegeben. 
Um den Abstand eines beliebigen Punktes (xa, Yo) zu finden, 
führe man eine Translation der Achsen nach (:ro, y~) als neuen 
Nullpunkt 0' aus. Nach (1) § 3, S. 5, ist zu setzen x = x' + xo, 
!I = y' + Yo, unter x', y' die neuen Koordinaten verstandpn, so 
daß die Gerade im neuen System die Gleichung: 
ax' + by' - (e - a:1'o- byo) = 0 
mit dem Absolutgliede (c - axo - byo) bat. Der mit f) zu bezeich-
nende Abstand des Punktes (xo, Ya), d. i. des neuen X ullpunktes, 
von der Geraden ist nach (8) § 9: 
(1) axo+ byo- c IJ = ----.- . --+ lla,-t./,i , 
wird also gewonnen, indem man in die linke Seite der GU'lUlenglei-
c1l!1ng ax + by - c = 0 die Koordinatcn dU3 Plillkt(s (1'0' Yo') ein-
trägt Hnd den sich elgebendc-n ZalillfO'I, alJ801ut g('J/olJIlI1ell, durch 
+ -V a2 +b2 teilt. Die Gleichung (S) § 9 ist hierin als Spezial-
fall enthalten. 
§ 11. Winkel zwischen zwei Geraden. 
Es seien zwei Gerade bei Gebrauch recldlfinkliqer Küordilluh'll 
durch die Gleichungen: ' 
(1) 
gegeben. ~Iit tl' bezeichnen wir dip. eindeutig bestimmte 1[aßzuhl 
eines der von beiden Geraden gL·bildeten Winkels, der nicht i!ri-,ßer 
als ein rechter ist. }[an überzeuge sich durch ZeichllungPll, daß tl' 
gleich I p!- PI oder gleich dem Nebcn- -'-, 
winkel von I ßa - ßI I ist, falls wir die (-"-
Winkel PI und ß2 der GeraUen (1) 
gegen die positi \'"0 x- Achse nach Y ür~ 
schrift von S. 13 bestimmen: z. B, ist 
im Falle der Fig. 18 der "'inkd 0 
der Nebenwinkel von Iß2 - PI)' In 
jedrm Falle ist somit: 
tg ß, - tg 1', 
1 + tg I', . tg IJ, ' 
Tenhnets J,eitfö,florl.: Frlektl~ An:ll~t.lr("rnlt'trit> 
18 'Vinkel zwischen zwei Geraden 
wo, wie immer, durch zwei Vertikalstriehe der absolute Betrag der 
eingeschlossenen 7,ahl bezeichnet ist. 
Sind bl und b2 von 0 verschieden, so hat man in t? ßl und 
tg ß2 die Richtungskoeffizienten !!] , !!2 der ersten NormalgleH.:hungen 
der Geraden vor sich, so daß nach S. 14: 
3 1I. tg J 2 = !!2 = - 1,-
, 
gilt. Es folgt somit: 
(2) s i a, b, - a, b, tu () = 1---- . 
o I a, a, + /', b. 
Diese Regel bleibt aber auch bestehen, wenn eine der ZahleIl /'1' b2 
verschwindet adel' beide gleich 0 sind; ist z. B. O2 = 0 und /'14= 0, 
so ist 0 = 190 - ßl 1 und tg ßl = -:' , und man findet: 
1 
tg 0 = tg (90 - ßl) 1 = cotg ßl = b, , 
(I, ; 
was mit Rücksicht auf !l2 =+= 0 auch von der Gleichung (2) ge-
liefert wird. Der einen t-ecldcn Winkel rlicht ii/m·sleigendl.' lVinkel d 
zU'ischen den beiden in rec7dldnkligen J(oonlinall't/ dU/'eh (1) ,qe-
gebenen Geraden ist demnach in jedem Palle dm-eh die GleicllUlI,fJ (2) 
eindeutig lJes/immt. 
Aus (2) folgt insbesondere: Kennzl.·ichen zweier parallden Ge-
raden ist al 02 - as b] = 0, lIennzfichen zweier gegeneinander senk-
rechten oder "orthogonalen" Geraden al a2 + Oll)" = 0, \Veiter er-
gibt sich hieraus: Die zur Geraden der Cleiehung: 
(3) ax+/,y=c 
parallele Gerade durch den Punkt (xo' Yo) ist durch: 
(4) ax + lJy = axo+ 0Yo oder a(x-xo) + b(y--yo) = 0 
darstellbar, die zur Geraden (3) orthogonale Gerade durch den 
Punkt (xo, Yo) aber durch: 
(5) bJ: - ay = oa'o - a!lo oder v(x-xo) - a(y-yo) = O. 
§ 12, Ausdruck des Dreiecksinhalts in den Ecken-
koordinaten. 
Bei Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten seien (f y) (x. Y2)' ( d .. I' I , .• ' . 
x3 ''ys) rel !licht in einer Geraden liegende Punkte; sie bilden ein 
Dreieck. dessen von 0 verschiedener Inhalt durch J bezeichnet 
werde. Als "Grundlinie" des Dreiecks betrachten wir die Verbin-
dungsstreeke von (XI' Yl) und (x2, Ys)' deren Länge 9 durch: 
g = + Y(x1 - x2? + (YI-Y2? 
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gegeben ist (2) S. 7). Die zugehörige Höhe 11 ist der Ah,tanu 
der "Spitze" (xs ' Ys) yon der durch (4) S.15 darstellbaren Grund-
linie, so daß nach (1) § 10: 
h = ~y, - ![lH=ys (Xl:;;;-~2~;- ('Sy, -=-~ yJ ; 
+ Y(:1', ~ x,)'+ (y, ~ y,l' 
gilt. Für den doppelten Inhalt 2J = 911 folgt: 
(1) ± 2J= (x1Y2--X2Y') + (X2Y3- XSY2) + (X3YI-X1Y3)' 
Zur Bestimmung des Vorzeichens nehmen wir eine stetige Ver-
sehiebung des Dreiecks ohne Gestaltänderung desselben in der 
Ebene vor. Hierbei wird sich J und 
damit der absolute Betrag der rechten 
Seite von (1) nicht ändern. Die in (1) 
rechts stehende Zahl kann aber auch 
keinen Zeicbenwechsel erfahreu, da sie 
'+ ° ist und also ein Zeichenweehsel 
eine unstetige Wertänderung wiire, die 
bei stetiger Abänderung der Koordi-
naten ausgeschlossen ist. Bei der \"e1'-
schiebung bleibt demnach der in (1) 
rechts stehende Wert konstant. 
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Wir verschieben jetzt (Xa,1I3) nach dem Xullpuukto 0 nml 
(x2 , Y2) auf die positive x-Achse. Danll gilt xe> 0, !'~ = 1\ 
x3 = 0, Ya = 0, und in: 
(2) ± 2J = - X~!h 
gilt zufolge der vorausgesandten tberl egung links ilassdbe Y 01'-
zeichen wie in (l). Da aber x:l> 0 ist, so gilt in (:n da, olwl'l' 
oder untere Zeichen, je nuchd81ll die von 0 versl:hiedellt· Z'lhl ./11 
negativ oder positiv ist. Dies~ Fallunter:;eheiduIl" hißt ,i(·h dutl'h 
eine Regel b87;eiehnen, die bei der VerschiebuIlg des Dl'~i"\'ks ;;id, 
als unveränderlich gültig erweist (Fig. 1 G): //1 (hr (al' df/i dOI'-
pelten D/'fiei'ksillhalt al(/!!I~ile/lt(/I GleiI1/1ui:/ (1) gilt das ovar (i'''1' 
unten' Zeichen, je -/lachdem mall {H'im i '))II((lI( lfill d,r_' Di"ci,,';, (I-I! 
(J'J' !ft) über (x2 , 1/:;) nach ')'3' !13) cl;,. FIä,1,( des j)r.;,c7 ... , :'11' 
linken oder rechten HUlid hut. 
§ 13. Bedingung für drei durch einen Punkt laufende 
Gerade. 
Zwei Gerade GI und G~ seien iu einl'!ll Iwlil/)i!/('II k:lr\<-si-cllr'll 
Kool'llinatensystcm durch: 
(1) ajJ'+'ld!-C,~I!, (i=~1,::'1 
gegeben. Zur Abkürwn.li lJezeidllw milU di,· IiIlkl' ':';,'it,· deI' (;],.j-
ühung (1) al, "Funktioll" \"IJll .1' lInd !' t!(ll'ch /~!J' • .'li. Jlit lIilfp 
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zweier endlicher, nicht zugleich t·ersc7l1dndcl1der Multiplikatoren 
trl1 , 1112 stelle man aus den Gleichungen (1) die neue Gleichung: 
(2) m1 • fl(x, y) + 1112 • f2(X' y) 
= (1111 al + 'm 2 a2)x + (mi b1 + 1II9 b2 )y - (mi CI + mS c2) = ° 
her, die, falls die Koeffizienten von x und y nicht zugleich ver-
schwinden, wieder eine Gerade darstellt. 
Sind erstlieh GI und G2 nicht parallel, so können für kein 
Paar ml , m2 die Gleichungen: 
(3) m l al + 1II2 a2 = 0, ml b1 + 1// 2 b2 = 0 
zugleich bestehen. Aus (3) würde nämlich durch Kombination 
leicht: 
1II1(alb2-a2vl) = 0, m~(alv2-a2vl) = 0 
folgen, so daß, da al b2 - a2 bl + 0 gilt (S. 18), entgegen der V?r-
schrift 1111 und 1112 zugleich verschwinden würden. Die Gleichung (2) 
stellt demnach jetzt für jedes Paar 1111 , m2 eine Gerade dar. Diese 
Gerade läuft durch den Schnittpunkt 8 von GI und G2 hindurch, 
da für dessen Koordinaten fl (x, y) und f2 (x, y) zugleich verschwin-
den und also die Gleichung (2) erfüllt ist. Irgendeine Gerade 
durch S können wir durch die Forderung festlegen, daß sie durch 
den von S verschiedenen Punkt (xo' Yo) hindurchlaufen solle. Diese 
Gerade aber gewinnen wir in (2) durch die Auswahl ml = f2 (xo, Yo) 
111 2 = - t~ (xo, Yol, zweier Multiplikatoren, die nicht heide gleich 0 
sein kl)nnen, da t~(x, y) und f2 (x, y) nur für die Koordinaten 
von 8 zugleich verschwinden. Die durch (2) dargestellte Gerade 
Wurt demnach stels durch den Schnittpunkt von GI und G2 hin-
durch, und jede durch diesen Punkt laufende Gerade ist in der Ge-
stalt (2) darstellbar. 
Sind zweitens GI und G'J parallel und voneinander verschied/?t1, 
so gilt a j b2 = a2 VI. Man kann dann in jedem Falle eine endliche, 
nicht-verschwindende Zahl 0 angeben, welche die Bedingungen: 
(4) a2 =0(11' b2 =abll c2 +o('j 
befrieuigt, und zwar die Ungleichung deshalb, weil GI und G2 
nicht zusammenfallen sollten. Gleichung (2) nimmt jetzt die 
Form an: 
(5) (nil + am2)a1 :l.' + (mi + otn2 )b1 y -- (mi cj + m2 c2) = o. 
Vermeiden wir demnach Multiplikatoren, die die Gleichung 
ml + om2 = 0 oder m1 : m2 = - 0 
erfüllen, so ist in (5) wieder eine Gerade und zwar eine zu GI 
und G2 parallele Gerade dargestellt, von der wir auch sagen können, 
si!' laufe durcli den unendlich fernen Schnittpunkt von (;1 Hlld G2 • 
Drei Gerade durch einen Punkt 2l 
Irgendeine zu Gl und G'jj parallele Gerade können wir wieder durch 
die Forderung festlegen, daß sie durch den endlichen Punkt (xo, Yo) 
hindurchlaufe. Durch die Wahl ml = fs(xo, Yo)' m2 = - t~ (xo, Yo) 
wird diese Gerade gewonnen. Diese ml , mj gehören nicht zu den 
ausgeschlossenen Multiplikatoren, die m1 + om2 = 0 befriedigen; 
denn es würde sonst mit Rücksicht auf die beiden Gleichungen (4): 
m1 + om2 = f2(xo, Yo) - erf1 (:ro, Yo) = (Jct - Ci = 0 
im Widerstreit zur ungleichung (4) folgen. Der (!ir z/tci sielt 
schneidende Gemde aufgestellte Satz gilt demnach unter Zltla;:slIng 
eines unendlich fernen Schnittpunktes S auch im Falle zlcciert"on-
einander verschiedenen parallelen Geraden G l' G2 • 
Man kann daraufhin leicht eine Bedingung ableiten, die dafür 
charakteristisch ist, daß drei verschiedene Gerade Gl! G2 , Gs durch 
einen und denselben Punkt hilldurchlaufen. Die Geradcn seien 
durch drei Gleichungen t;(x, y) = 0, (i = 1,2,3) gegeben. Da 
aber Gs durch den Schnittpunkt von Gt ulld G2 hindurchlaufen 
soll, so muß Gs auch durch eine Gleichung der Gestalt (2) dar· 
stellbar sein. Nach S. 14 (Schlußsatz von § 8) muß es demnach 
einen endlichen, nicht-verschwindenden Faktor (- 1I1s) derart gebcn, 
daß - ms ' fs (x, y) mit der linken Seite der (Ja darstellenden Glei-
chung (2) identisch ist. Es besteht also die Gleichung: 
(6) »11 ' f1 (x, y) + 111 2 ' Mx, y) + ma · rsex, y) = 0 
identisch, d. h. für alle'W ertepaare x, y. tbrigens ist auch keiner 
der Faktoren m1 , 711 2 gleich 0; denn wäre etwa nl2 gleich 0, so 
würden t~(x, 1/) und f3(X, y) bis auf einen Faktor identisch sein 
und ~tlso G1 uIld Ga, der Annahme entgegen, zusammenfallen. Da 
endlich aus (6) auch umgekehrt folgt,daß Os statt durl"ht~!'r,v) = 0 
auch durch m1·t~(x, y) + 1112 ' f2(x,.IJ) = 0 darstellhar j,t, so gilt 
cl!;r Satz: Drei durch die G/Cic!l1IligCIl t;(.r, Vi = \1 g'gc7lwf, /"1)1/' 
einander vl')"schicd"/le GerillTe laufcn stils lind IiW' drum di/fell ,in, 11 
Punkt, lfwn es drei ton 0 versclticdolc Zaltlm wi !lr'(art gi/il, dllß 
die Gleichung (6) eine idol/ische ist. 
Als Beispiel betrachten wir die ~Iittelliniell eill~, durch spinf' 
Ecken (xu yJ, ('<2' Y2), (.rs , V3) festgelegten Dreipcks. Da die znr 
ersten Ecke gehärende )fittellinie durch die Punkte (.Tl , Y1' uni! 
(."..'l:,-;_~,_, y't y.) hindurchläuft ((9) S.9), so ist ihre (;!t'ichuug 
nach (-l) S. 15: 
.t (!I. -; y, _ _ VI) ..; Y (Xl _ .r, ~- '''0) 
Dar8tcllnn~ des KreiöcH 
Naeh 1Iultiplikatioll mit ; finden wir unter Benutzung der Ab 
kürwng: 
V, -+ !/.+ V, (7) Vo = 3~--
die erste der drei fulgcnden Gleichungen: 
x(YO---Yl) + Y(Xl~-XO) ~ (xIYo- YIXO) = 0, 
:1'(Yo~Y~) + Y(X2~XO) - (X2.I!O~Y2XO) = 0, 
x(Yo- 1Ia) + y(xs -xo) - (xaYo- Ysxo) = 0, 
wiihreml die zweite und dritte Gleichung entsprechend die beiden 
andercn ~Iittellinicn darstellen. Durch Addition dieser drei Glei-
chungen entsteht wfolge (7) eine identische Gleichung. J)ie drei 
JIiltellil1ien schneiden sich also in einem und dl"msencn Punkt/', 
dem Sclllfcl'Jl!mldr des Drciecks, dessen Koordinatcn iibri[ICnS die 
in (7) ocrcclmcten :/0' ?Jo sind. 
§ 14. Gleichung des Kreises in rechtwinkligen 
Koordinaten. 
Gm bei Gebrauch rechtwinkligrr Koordinaten pinen Kreis (d. i. 
eine Kreislinie) vum Radius ~ und vom :JIittelpunkt (a, ß) durch 
eine Gleichung darwstellen, beaebte man, daß der Kreis aus der 
Gesamtheit dpf Punkte (x, y) besteht, die vom Punkte (a, ß) den 
Abstand!! haben. Aus (2) S. 7 folgt unmittelbar: Die G-leichun.q 
drs Kreises mit dem Radius ~ und dl'm jlittelplinkt~ (a, ß) ist in 
rrchtwinkligw Koordinalen: 
(1) (:x ~ a? + (y - ß)2 = ~2 
und also,lann der JJLitlelpunkt insbesondere der Nullpunkt 0 ist: 
(2) 
SO dllß ,11/' ]fnh zn den "algebraischeil ]\11}'VC11 ZlI'citCII firarl,-s" 
gd,ii)"l. 
Din Gleichung (1) kann man durch Löscn der Klammern und 
Ordnen der mieder in die Gestalt setzen: 
(;) ) :c2 + y2 + :2aJ: + 2iJy + c = 0, 
wolJ8i abo: 
(t) a~-a, b=~ß, c=a2+ß~-(l~ 
i,t. Je"" G/'idlUl1:1 (3) mit beliebi!!tn Koeffizienten a, b ulld einem 
liur der Iteding'wg: 
U",: c< ((2 + /} 
geniigoulcn 1(1)1 tli:iodw c stellt eil1en Krds dar, nämlich denjenigen 
Darstellung der Kl'eistangcntc 
rorn Radius + -V~+bs-C und don Mittelpunkte (- Ir, -- b)· 
Gleichung (1) möge die "erste", Gleichung (8) die "z\\:eite" KJ'cis-
gleichung genannt werden. 
§ 15. Darstellung der Kreistangenten. 
Der Mittp.lpunkt des Kreises werde ~um Nullpunkt des recht-
winkligen Systems und zugleich zum Pol eines l'olarkoonlinaten-
systems gewählt, dessen Achse die po-
sitive x-Achse ist. Das Lot von 0 auf 
eine Kreistangente hat den Berührungs-
punkt der letzteren zum Fußpunkte 
(Fig. 20). Sind die Polarkoordinaten 
dieses Fußpunktes (1, Ci, so ist die vierte 
Normalgleichung (5) S. 16 der Tau-
gente: 
x cos Ci + Y sill (I ~ f!. 
Fügen wir den Faktor!! hinzu, so sind 
Fig. 20, 
die links auftretenden Koeffizienten f! COS Cl, f! sin Ci die recht-
winkligen Koordinaten des Berührungspunkte;;, die 1(, 'v gpnannt 
werden mögen: Die Tal/gellte des Kreises (2) ~ 14 mit dem Be-
riihnmgspullktc (u, v) lud die Gleichung,' 
(1) XII+YV=~2. 
Nimmt man eine Translation der Acbsen nach dem Punkte 
(-- (t, - ß) als nellem Nullpunkte vor, so ist Ilach (1) S. 5 zu 
setzen x = x' - Ct, 11 = 1/ -- p, unter :1"', y' die neuen Koordinatpll 
verstanden; insbesondere gilt für die neuen Koordinaten Ii', r' des 
Berührungspunktes u = 1(' -- Cl, V = I,' - p, und ,lie Gleichunf( 
des Kreises gewinnt im ncnen System die Gestalt 11) S. 22. AllS 
(1) folgt unter rOl'tlassung dpl' Indizc·s: Di,' TWlr/,'n'c dc' lI'n'i"cBl,l) 
S. 22mi! drm Beriihr/ll/gs}J'fld .. tc (11. v) hat die Ghic1wng,' 
(2) 
~ 16. Pol und Polare i.n bezug auf einen Kreis. 
Der Kreis (2) ~ I J heiße kurz K ~plJen recht\\'itlkligen K,,01',li-
nahm behalten wir die I'olarkoortlinaten von ~ 1~) llei. Eill von () 
verschiedener Punkt (1/, I') liefert eine durch; 
(1) .rl' + !ft' = f!~ 
(largestellte, dem Punkte eindeutig Zll!'('ür<lnete (:prarl,.. Il'cld·e al8 
"Polare" des Pm/kies (11. 11) in Iic;:",I! allf dill lü"ris K I,c:';cf,lifl 
Icird. ['m[lckehrt heißt (11, r) der "Pol" cl. I' G, l'ilIhn :,1) (/! (JC;'I:I 
24 Pol und Polare in bezug auf einen Kreis 
auf K, so daß eine beliebige, nicht durch 0 laufende Gerade 
ax + by = c den Pol (a:', b:') hat. 
Sind r = + V;.t2+'V2 und ct die Polarkoordinaten von (u, v), 
so ist die yierte Normalgleichung der Polare (S. 16): 
u v . Q!, 
X - - + y - = x cos ct + y sm ct = - = r . 
r r r 
Das Lot r' yon 0 auf die Polare berecbnet sich somit aus: 
r~! = 'l 
und bat dieselbe Amplitude ct wie der Pol (u, v). 
Um demnach für einen in K gelegenen Punkt P die Polare zu 
konstruieren (Fig. 21), zeichne man durcb P die zu 0 P senk-
-----------Rl rechte Sehne B B' und bringe die 
C B Tangcnte des Berührungspunktes B 
... mit der Verlängerung von () P in 1" 
... zum Schnitt. Hier verlliuft die Po-
p : 0 lare p' C von P senkrecht zu 01". 
,/ Es Cfilt nämlich: 
""" B' .... _____ J '" 01'·01';= OB 2 
~ in tbereinstimmung mit (2), so daß 
Fig 21. 1" der Punkt (1", Ci) ist. Für einen 
außerhalb ]( gelegenen Punkt 1" ist die Polare einfach die Ge-
rade durch die B~rührungspunkte B, B' der von 1" an K lau-
fenden Tangenten. Für einen Punkt P auf K ist die Polare natür-
lich mit der Tangente des Berührungspnnktes P identisch. Die 
Konstruktion des Poles für eine nicht durch 0 laufende Gerade 
ergibt sich hieraus von selbst 1). 
:Man beachte noch folgenden "Heziprozitätssatz": Lirgt der 
!'1/JIk! (1/1' 1'1) auf der Polare des Punktes (~I. v), so lie,lll aucll WIl-
gekehrt dl;r Punkt (u, B) auf der Polare -von (u\, 'VI)' '\Vird nämlich 
die GJeicllUng (1) durch (u 1 , VI) befriedigt, d. h. giltu1 1t + 1.'1 V = !/, 
so beißt die8 eben auch unmittelbar, daß der Punkt (u, v) die 
Gleichung x 111 + Y 1'1 = (12 befriedigt. Bescbreibt also (1;1> '1':) die 
Polare ;'on fu, -v), so dreht sich die Polare von (tl1 , VI) um den 
Punkt Iy, v). 
1) Rückt P in den :lIittelpunkt 0 von K 80 wandert die Polare 
P,' eins U n.endliche; man sagt, die Polare 'des Mittelpunktee 0 sei 
dIe "unendlIch ferne Gerade" der Ebene. Wandert P' in der Rich-
tun~ O!" der }'ig.21 ins Unendliche, so wird die zugehörige Polare 
schhellhch den zu 0 P' senkrechten Durchmesser von K erreichen. 
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§ 17. Inversion an einem Kreise. 
Wir behalten die Koordinatensysteme und den Kreis J{ aus § 16 
bei. Zwei Punkte P, p' gleicher Amplituden, deren Radienvektoren 
r, ,.' die Gleichung; 
(1) r· r' = (12 
beti'iedigen (z. B. die Punkte P und p' in Fig. 21), heißen bezüg-
lich K einander "inren", oder man sagt, sie gehen dttrch "Inver-
sion" 1) ((m Kreise J{ ineinander übe,-. Beschreibt P eine Kurve, so 
beschreibt P' die "bezüglich K inverse Kurve". 
Durch die Gleichung: 
(:l) 
kann man die Kreise und die Geraden der Ebene zusammen-
fassellll darstellen, nämlich die Kreise für a + 0 und die Geraden 
fÜf a = O. Beschreibt P die Kurve (2), deren Gleichung in Polar-
koordinaten : 
a r~ + 2 r Cb cos {} + c sin {}) + d = 0 
ist, so folgt durch Multiplikation mit 1":1 bei Rücksicht auf (1) 
als Gleichung für die Koordinaten r', {} von p': 
dr'2 + 2r' (l2(U cos {} + c sin {T) + aQ' = 0 
oder auf die rechtwinkligen Koordinaten x', y' von p' umgerechnet: 
(3) d(x'2+ y'l) + 2 Q2 UX' + 2(/cy' + a(l' = O. 
Dies ist wieder die Gleichung eines Kreises bzw. für d = 0 die-
jenige einer GeraL1en. Indem lian auf die besonderen Fälle a = 0 
und d = I) gleich Rücksicht nimmt, 
folgt: Eill nwh! durch 0 lallfender 
]{nis inrertiert sich an K tdnll'r in 
einen Kreis. alT glficl!/itlis Ilicht dun11 
o {üllji,- ein Kreis durch 0 ergibt bei 
der Inversion eine nicht durch 0 la!!-
(ende Gerade ulld wngekchrl) lräh· 
rend endlich eine Gerade dUl'c'h 0 in 
sich seludt übf):qeht. So sind z. B. in 
bezug auf den in Fig. 22 sta~'k aus-
gezog~nen Kreis K die rC<.:hter Hand 
Fig. ~2. 
A 
zur Polarachse srnkrecht verlaufende Grrade und der innerhalb ]( 
gezeicbnete Kreis invl'r;;. 
1\ orter "Spiegelung" an K oder durch .. TrandüfUlation vermöge 
reziproker Radien". 
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§ 18. Potenz, Potenzlinie und Potenzpunkt bei Kreisen. 
Ein Kreis ]( sei durch seine "erste" oder "zweite" Gleichung, 
(1) oder (3) S. 22, gegeben. Ist (xo' Yo) irgendein Punkt der Ebene, 
so heißt der Zahlwert: 
p (xo, Vo) = (xo - «)2 + (Vo - ß)2 - (12 (1) 
= X02 + V02 + 2 axo + 2 byo + c 
die "Potenz" des Punktes (xo' Yo) in bezug auf den Kreis K. Da. 
(xo - a? + (Yo - ß)2 das Quadrat der Entfernung des Punktes 
(xo, Yo) vom Mittelpunkt (a, ß) ist, so ist P (xo' Yo) >.0, = ° 
oder< 0, je nachdem (xo' Yo) auBerhalb K, auf K oder lU K ge-
legen ist. Aus den Figuren 23 und 2,1 geht henor: Liegt (Xo,Yo) 
B --~-----~ 
Fig. 23. 
außerhalb K, so ist p(xo'Yo) die zU'eite Potenz t 2 der ,.1'angcntm-
länge" t fon (xo, Yo) an X, tann wir hierunter die Strecke auf 
einer der beiden Tangenten von (xo. Yo) an K, gemessen mn (xo' Yo) 
bis zum Beriihrungspunkte B, rerstehen; liegt (xo' Yo) in X, so ist 
t p (Yo, Vo) I die zzceite Polenz der halben Sehne, die durch (xo' Yo) 
Zl/m Durchmesser dieses Punktes senkrecht verlüuft, 
Sind zwei nicht-7wnzcnlrisclie Kreise K l und K2 durch: 
(2) { X2 + V2 + 2 a1 x + 2 b1 Y + Cl = 0, 
x2 + 2/ + 2 a2 x + '2 b2 y + c2 = 0 
gegeben, so hezeichnen wir die Potenzen von (xo, Yo) in bezug auf 
K 1 und ](2 durch Pt (ro, 110) und P2 (xo' Yo)' Der geometrische Ort 
all.er Punkte (xo, Yo) mit gleichen Potenzen PI (xo'Yo), P~ (xo,Yo) 
heißt dte .,Potenzliuie,·t) des Krrispaares Xl' K 2• Die Gleichung der Potenzlinie ist: 
PI (xo'Yo) - P;l (xo'Yo) = 0 
oder mit Rücksicht auf (2') bei Fortlassung der unteren In-
dizes 0: 
(3)?~al--a2)x + 2(v1-v.Jy + (C1-c2) = o. 
1) auch "Cbordale" oder "Radikalachse" des Kreispaares genannt 
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Die Potenzlinie des Krciilpaarcs K I '](2 ist demili/ch eil/(' G-cr((dr. 
Die Zentrale beider Kreise hat als Gerade durch die .\Jittplpunlite 
(- al! - b1), (- a2 , - b2) die Gleichung ((4) S. 16): 
x(bl -b2) + y(a2 - aJ - (al /;2 - a~bl) = O. 
Nach S. 18 folgt: Die Potcnzlinil' l'O;I ](1 und ](~ l't1Nill(1 Sl1Il;-
t'eeM zur Zentrale. Da aus dem Bestehen zweier unter den drpi 
Gleichungen (2), (3) die Gültigkeit der dritten folgt, so ergiht 
sich: Schneiden sich 111 und K 2 , so ist die Polemlinie die VlTbiJl-
dungsgemde iJ/1'(~r Sc1mittpunkle; berühren sich die KreisI' .• so ist 
die Potenzlinie ihre gemehlsame TangelIte; liabeJ/ EI lind ](2 kl'inCll 
Punkt gemein, so rcrliiuft die Poten~linic allßI rhallJ Z)I idcl' Kreis!? 
und zieht (wie man gleich selien wird) zleisclml ilillcn dllrth. 
Die Potenzlinie kann, insoweit sie 
außerhalb von K l und K 2 verläuft, aueh 
als geomclri.'cher Ort aller Plmkte (]'u' 110) 
mit gleichen l'anqcntllilür/gfn t an K I 
und K 2 erklärt werden,l) Ein Kreis des 
Radius t um den Mittelpunkt (:1'0' !Io) 
schneidet demnachKl und J(2 unt~r rech-
tem Winkel und heißt dieserhalL ein ge-
meinsamer ,.OrtllO!lonalkl'eis'· von ltl 1U1.d 
1(2 (Fig. 25). JIan gelangt so zn a11 01 ge-
meinsam!'1/. Orthogonalkl'cisen I'on K I uild 
K 2 ; denn jeder sokhe Kreis liefert in seinem )IiHelpunkte einen 
Punkt gleicher Tangentenlängen an K 1 Ul~d K 2 • 
Es sei jetzt ein dritter weder mit EI noch mit]{2 konzentri,dll'l' 
Kreis K s durch: 
(4) :1'" + 11" + 2a;),r + 2/)3!1 + I's = () 
gegeben. 'Vir können [lUS K], ]{2' Ks (lrei Kn,jspaare hpril.llsi!n~i­
fen, deren drei zugehörige l'"t~nzlinien dnrclt die Glf'i"]lI11(gt'n 
dargestellt sind: 
2 (al - (/2) X + 2 (1)1 - /;2')!J -;- '('I - I'" ') = n, 
2(a2 -a3)x -+- 2(b2 -bg)Z! + (1'2 - 1',\1 = O. 
2((ls-a1»)' + 2 (b;)-bl).II + (";I-I'l)~' O. 
Durch Aduition Jieser Ilrei Gleichllngen ergi],! si,·b einf' id,'ntj,,'he 
Gleichung. Hieraus folgt, daß, wenn zwei unt~r d"n drei l'Ofell/-
linien zusammenfallen (~ ll1.1. aU"h ,1ie ,lritte mit ihm'tl znsaill-
ruenfällt. Liegt dieser besolll!f're Fall nicht vor. 80 .oilid dir 111" i 
l'otenzlinil'/I drei /'l'I'schied, I/C Gerade, die !;ach ';110/1 S, ;! 1 <1111-
1; Hieraus geht herror, ,laß im dritten rler .,IWll unterschicd"n,'n 
Fälle die Potenzlinie ZlciHc!WII X, und X, rerliinft. 
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gestdlten Satze durch "einen" Punkt P lauten, den man als ,.Poten;;-
punkt" I) des Kreistripcls K I, K2 , K s bezeichnet. 
Fig 26. 
I 
~--~ 
Fig.27. 
]'11(. 28. 
BetreffR der Lage des 
Potenzpunktes P sind drei 
verschiedene, durch die 
Figuren 26 ff. erläuterte 
Fälle möglich, je nachdem 
der gemeinsame 'Vert der 
Potenzen des Punktes P 
in bezug auf die drei 
Kreise < 0, = 0 oder 
> 0 ist. Im ersten Falle 
liegt der Potenzpunkt P 
innerhalb jedes Kreises Ki 
im zweiten Falle laufen 
die drei Kreise durch 
einen Punkt, der dann 
zugleich der Potenzpunkt 
ist; im dritten Falle liegt 
P außerhalb jedes Krei-
ses. Im letzten Falle ist 
P ein Punkt gleicher 
Tangentenlänge t>O für 
alle drei Kreise, und der 
Kreis des Radius t um 
rIen Mittelpunkt P wird 
gemeinsamer Orthogonal-
kreis (ür ](1' ](2' Kg 
(in Fig. 28 stark aus-
gezogen). 
§ 19. Konjugierte 
Kreisscharen. 
Wie in § 18 seien 
K j und K 2 zwei nicht-
konzentrische Kreise 2) 
der Gleichungen (2) 
S. 26. Mit Hilfe zweier 
endlicher, nicht zu-
,I) ~~ch ,,~adikah~ntrum" g~nannt. 
2) Sllld ](, und R. k?n~entnsch, BO gestalten sich die Entwick-
lungen des Textes sehr em/ach: Die beiden konjugierten Kreisscharen 
bestehen :1~S dem Syste~ aller mit K, und K. konzentrischen Kreise 
und delU ti) d.tem al.ler Geraden d!!rch den gemein~amen Mittelpunkt. ~an wolle hierauf Im Laufe der Uberlell'ung des § 19 wiederholt zu' 
ruck kommen. '" 
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gleich verschwindender Multiplikatoren tIll! '/'l12 kombiniere mau 
die Gleichungen von K i und ~ zu: 
(mi +~) (Xi + yS) + 2 (m) a1 + m2 a2) x (1) 
+ 2 (m) b) + '/Il 2 bs)y + (mi Cl + m2 cS) = O. 
Ersetzen wir 111 1 , ms dureh zwei ihnen proportionale Multiplika-
toren amI' ums, so wird durch die entstehende Gleichung keine 
andere Kurve dargestellt als durch (1). Zwei solche Gleichungen 
sind also nicht als wesentlich verschieden anzusehen. Indessen 
haben wir ?loch den "einfach" unendlich vielen lVcrten des Quo-
tienten m1 : ms entsprechend einfach unendlich viele tl'esentlich ver-
schiedene Gleichungen (1). 
Für m1 + ms = 0 und also 1nl : tn2 = - 1 erhält man als ein-
zige im Ansatze (1) enthaltene Gerade die Potentlinie von KI und 
Ks ' Für 1ni + n/2 + 0 wird durch (1), sofern die der ü ngleichung 
(5) S. 22 entsprechende Bedingung durch die Koeffizienten von 
(1) erfüllt wird, stets ein Kreis dargestellt. Das System aller 
durch den Ansatz (1) gelieferten Kreise, unter Einschluß der eben 
genannten Potenzlinie, als eines "Kreises mit unendlich großem 
Radius", bezeichnen wir als eine "Knisschar". 
Um die Gestalt der Kreisschar festzustellen, führen wir neue 
Koordinatenachsen ein, indem wir die Zentrale von K 1 und K 2 
als x -Achse und ihre Potenzlinie als y-Achse wählen. Dann gilt 
b1 = 0, b2 = 0 und I'i = C2 , so daß wir bei den Cl' c2 die unter-
scheidende1.l Indizes fortlassen können. Für 1111 + 1n! =!= 0 kann 
man (1) in die Gestalt kleiden: 
x 2 + II + 2 111 , (t, + 111, a. x ...:.. c = O. 
• 11/ , + m. ' 
Setzt man zur Abkürzung: 
'111 , al + m. a. d I . ( ) . i ) 
.. - +. =!t un aso n11 • 111., = u - (( •. \11 i - u , m1 tnl .. 1... , • 
so entspricht jedem von - 1 verschiedenen Quotienten /11 1 : 111., 
unter Einschluß des Wertes (Xl, d. i. des Falles 7112 = 0, ('in ein-
deutig bestimmter endlicher Wert ft, und jedes endliche !L liefert 
einen eindeutig bestimmten, von - 1 verschiedenen W tlrt des Quo-
tienten mi : m2 • Die Kreisschar besteht neben der y-Achse \ Po-
tenzlinie) aus allen durch: 
(2) x2 + y! + 2 !Lx + c = ° oder CI + (tl! ...:.. y2 = (ft2 - c) 
mit endlichen 'Verten I1 darstellbaren Kreisen; Il heiBt <1er "Para-
meter" der Gleichung (2). Die Werte Il = (/1 und a2 lil!fern ins· 
besondere die Kreise K l und ]{2' VOll denen wir ansgingen. 
Ist nun erstlieb c < 0, so flettt sich di,~ Krt'issclwl' allS llllfli 
Kreisrn ZIlSattllllOl, /l'dchl' durch di,' I,,'iden Pllnkte (0, ± 11-- c) 
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der !I-Achse himl!trchluufen (stark ausgezogene Kreise der Fig. 29). 
Jeder Kreis (2) hat mit K l die !I-Achse zur Potenzlinie. :Nach 
S. ~7 hat somit jeder auBerhalb der Kreise (2) gelegene Punkt 
der y-Achse, d. h. jeder Punkt (0,1-'-') mit 1-'-' > + v- c, gleicbe 
Fig. ~fJ. 
(3) 
Tangentenlänge t > 0 
für alle Kreise der Schar. 
Dabei berechnet sich t 
aus ,u' bei Gebrauch des 
zu I' = 0 gehörenden 
Kreises (2) leicht zu 
t = 1/1-'-'2 + c. Hiernach 
ist der Punkt (0, f") mit 
: f" > + Y ~ c Mittel-
punkt eines gegen alle 
Kreise der Schar (2) or-
thogonal verlaufenden 
Kreises, dessen Glei· 
chung: 
oder :1;2 + y2 - 2 I-'-'!I - c = 0 
ist. Einige dieser Orthogonalkreise sind in Fig. 29 angedeutet. 
Dreht man die Koordinatenachs!'n um 0 durch drei rechte Win-
kel, so ist, wenn /, y' die neuen Koordinaten sind, nach (5) S. 6 
zu bAtzen er = y' und !J = - x'. Schreiben wir noch - c = c', so 
ist die Gleichung U~) der fraglichen Ort.hogonalkreise: 
(4) X' 2 + ,lJ'2 + 2 !-L' x' + c' = 0, 
dieser Art einander orthogonale 
,.l.nlljll!licrlc·' Kr/·!s.,cllaren. 
und hier gilt alsdann 
c'>O. 
Da in (4) die Glei-
chung (2) wiederge· 
wonnen ist, so erledigt 
sich der zweite :l<'a11, 
daß nämlich in (2) das 
Absolutglied c > 0 ist, 
von selbst: Die I(reis-
st:har besteht dann eben 
aus allen Orthogonal-
kreisen l"iner Kreisschar 
der zuerst br.''Pl'ochenen 
Art (Fig. 29). Zwei in 
Kreisscharen bezeichnen wir als 
Ist mcllich c = 0, so b/'sldd die Schar (2) alls allen Kreisen, 
I/'/Ich/' dip !I-AI'list' im jyullplrnkt(· berühren. Ein einzelner Punkt 
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der y-Achse (0, 11-') hat jetzt die TangentenHinge t = i 1/ i für alle 
Kreise der Schaf; der Orthogonalkreis der Schar mit dem Mittel-
punkt (0, ,u') ist somit. durch: 
x 2 + y2 - 2 f-t'Y = 0 
dargestellt. Ihre G/:samtlieit l.Jildet die .,konjllgierte·' I{rci.osc!tor, 
1celche mit der ersten Scllar kongrue/lt ist und (WS ihr t'CI'miige ein/'/' 
Drehung der Ebene mn 0 durch einen nelde/l lVinkd hervorgcld 
(Fig. 30). 
Kap. III. Die Ellipsen, Hyperbeln und Paraheln. 
§ 20. Erklärung und Zeichnung der Ellipse, Hyperbel 
und Parabel. 
Pi und P 2 seien zwei verschiedene Punkte der Ehene, deren 
halbe Entfernung gleich e oder deren Entfernung P l P, = 2 t' sei; 
außerdem sei eine von c ,erschiedene positive Zahl ,( gegeben. Ist 
a> e, so gibt es in der Ebene Punkte P, nil' Icelche die S1I/lill/l' 
da Abstände P1P und F 2 P von F i lind F 2 gll'ich 2a ist: 
(1) 1'\ I' + P2 P = 2 a; 
der geometrische Ort allel' dieSe?' Punkle P l,eißt "Rllipsl". F i und 
].'2 sind ihre "Brennpunkte" I), e illl'e "Exzcntl'izit'll". Ist hingegrll 
a < c, so gibt es in 
der Ebene Punkte P, 
derrn __ A.bstände Pi P 
undF2PvIJnJ.;und F 2 
um 2a diffcri''/'I''n2): 
(2) iFIP- 1"21' 
= 2 a; 
der gi'Ometl'ische Ort 
allel' diesel' Punkte P 
l/(·ißt "Hyperbel"; F 1 
und P. 11'CI'(/en al.< 
"Brennlmnktl"', e als 
.,Exuutri::itüt" der 
Hyp,'rbel be::eichnet, 
L 
i 
I , 
Weiter sei eine gerade Linie J, und ein ni,"ht auf ihr li,"','II,j,,1' 
Punkt F gegeb(,ll, Dann gibt es in der E],Pllt· Punkte 1'," dl'rrll 
1) auch "Fokalpunkte" gI'nannt nnd di,'serh"JL mit F Ll'7."j,'hIWt. 
2) In Gleichung (2) i.t links der absolute H"trag grnolllIll"n, ,l.lmit 
sowohl F, P als 1",1' ,lie griillere Strecke s"in l,anu, 
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Abstand von L gleich der Entfernung F P vom Punkte Fist; dm' 
geometrische Ort aller dieser Punkte P heißt "Parabel", L "Leit-
linie" und F "Brennpunkt" derselben. 
Um Punkte der Ellipse zu konstruieren, ziehe man um Pl als 
Mittelpunkt den Kreis des Radius 2 a, der "Lei/kreis" heiße und 
in Fig. 31 (S.31) mit L bezeichnet ist; wegen a> e liegt F 2 in L. 
Man ziehe so dann die Verbindungsgerade von F i nach irgendeinem 
Punkte Q von L, errichte im Mittelpunkt M auf derselben das 
Lot, auf welchem die durch F i und Q laufende Gerade einen Punkt 
P der Ellipse ausschneidet. Da nämlich F l Q = F1P + PQ = 2 a 
ist und offenbar FsP = PQ gilt, so genügt P der Gleichung (1). 
Führt man diese 
Konstruktion wieder-
holt durch (in der 
Fig. 31 ist noch ein 
zweiter Punkt p' 
konstruiert), so ge-
langt man zu dem 
in der Figur ange-
deuteten Bilde der 
Kurve. 
Die entsprechende 
Konstruktion von 
Punkten der Hyper-
bel ist in Fig. 32 aus-
geführt. Der "Leit-
kreis" L ist wieder Fig.32. 
der Kreis des Radius 
2 a um den Mittelpunkt P j , außerhalb dessen jetzt Fliegt (zu-
folge a < e). Im übrigen ist die Konstruktion mil denselben 
L 
Worten zu beschreiben wie bei der El-
lipse. Dabei macht es einen Unterschied 
aus, ob die Verbindungsgerade F 2 Q das 
Innere von L durchdringt oder au Ber-
halb bleibt. Im letzteren Falle (durch 
die Konstruktion des Punktes P in 
~i~. 32 versinnlicht) beweist man leicht 
F!P - F;--P = 2 a und gelangt durch 
WIederholte Ausführuna der Konstruk-
t · '" Ion zu dem rechts liegenden "Zweige" 
Fir. ss. oder "Aste" der in der Figur gezeich-
, . net:~ Hyp~rbel. Im ersteren Falle (s. den 
~unkt . P der Figur) gilt F'JP - F t P = 2 a, und man wird zum 
bnks hegenden Hyperbelzweige geführt. 
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Die entsprechende Konstruktion der Parabel (Fig.33) ist leicht 
verständlich; Q P ist hier als ein auf der Leitgeraden L errich-
tetes Lot ZU erklären. 
Zusammenfassend bezeichnen wir die drei betrachteten Kurven 
hinfort als "Ke.qelscknittc··, da man sie als ebene Schnitte eines 
geraden Krpiskegels ("Doppelkegels") 
erklären kann. Je nach der Xeiguug dAr 
Schnittebene gegen die Kegelachse ge-
langt man zu einer Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel; die in Fig. 34 beige-
fügte Skizze erinnere an diese bekann-
ten Verhältnisse. l ) \ / \/ 
Fig. H. 1\ 
/ ": (E) § 21. Besondere Gleichungen für 
Ellipse, Hyperbel und Parabel. ;;/. {pI 
Zur Darstellung der Kegelschnitte 
durch Gleichungen wiihlen wir rccld-
winklige Koordinaten, und zwar laufe 
im Falle der Ellipse und Hyperbel Jie 
:~-Achse durch die Brennpunkte, auf 
ihr sei 0 der Mittelpunkt. der Strecke 
\ 
F I F 2 , und die positive x-Achse laufe durch F 2 ; die Brennpunkte 
F I , F g sind also die Punkte (- c, 0) und (+ e, 0). Ist (x, ,11) Ller 
Punkt P, so gilt nach (2) S. 7: 
.ff;P = V\.t +-;;)2+ yt, P~P = V\t - e)a ;Y2. 
Zusammenfassend schreiben wir die Dennitionsgleichungeu (1) ul1<l 
(2) S. Bi für Ellipse und Hyperbel: . 
(J'll' ± FJ)r = .la 2, 
wo das obere Zeichen die Ellipse und das untere die Hypcrbpl 
liefert. In x und !I schreibt sich diese Gleichung: 
(V(x -t=-eV+ 1/2 == V'(x - c? +- !/2j 2 = 4 a" 
oder nach Ausrechnung Jes Quadratf~s unü Division durch :2: 
1) eru die Parabel (1') und HYI,prbel 'TL ,nll,tiinrlig- 7.U g'l'willlwlJ. 
hat man sich natürlich den Kt·gel nach ullten uud "hell ulll te)ln'n,t 
zu denken. 
TeulmerM Leitfäden: Jo'rii.'ke, AI.lll~~·t. (ier.lmetri+' 
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Durch Quadrieren und Fortlassen überflüssiger Glieder und Fak-
toren ergibt sich bei geeigneter Anordnung der Glieder: 
(1) (a 2 - e2).1'2 + a2y 2 = a2 (a 2 _ e2). 
Je nachdem die Ellips(j oder Hyperbel vorliegt, ist a> e oder 
a < e; um dies zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir: 
(2) { a2 - e
2 = + b2 für die Ellipse, 
{/2 _ e2 = - b2 für die Hyperbel. 
Durch Teilung der Gleichung (1) mit (/2. b2 bzw. - a2 • b2 folgt: 
In bezug auf die gewählten besonderen 1{oonlinatenacllsl'n sind die 
Gleichun.qen von Ellipse und Hyperbel: 
(3) x' y' a' - /,"=1. 
Bei der Parabel möge das Lot von F' auf L die Länge p haben, 
Der :Mittelpunkt dieses Lotes sei der Nullpunkt 0; das Lot selbst 
liefere die x-Achse, und die positive x-Achse laufe durch F. Die 
y-Achse des rechtwinkligen Systems läuft dann parallel zur Leit-
linie im Abstande -} p, Da F der Punkt (} p, 0) ist, so gilt 
(Fig. 33): 
und die Definitionsgleichung FP = l'Q der Parabel wird in x, y: 
-V(:1'~}p)2+!J2=:C+ }lJ , 
Durch Quadrieren unu zweckmäßige Anordnung der Glieder folgt: 
In dem .IIen'ühlten besonderen Koordinatensystem ist die Gleicll?mg 
dei' Parabd: 
1-1-) ?/2 = 2 Jlx, 
Aus (3) unll (4) folgt: Die drei Kegelschnitte, Ellipse, Hyperbel 
lind Parabel sind alg,!braische Kun'en zu'eiten Gl'ades (S. 12). 
Von den Gleichungen (3) und (4) aus gelangt man zu den im 
yorigen Paragraphen gezeichneten Gestalten der Kurven zurück, 
indem man nach .'1 aufWst: 
(;j) " --_ .. _--!J = + -V ,,2 - (12 
---- a ' !J = ± y'2px 
und für die einzelnen x die zugehörigen y aufträgt. {;'m reelle !I 
zu bekommen, ist bei der Ellipse "-' s:; (/, bei der Hyperbel 
.I.' ~ (/ ~md bei der Parabel x ~ 0 zu n;;}imen. Da jede der Glei-
r'lmngen (.3) und (4) mit (x"lJ) auch durch (.T, --!J) befriedigt wird, 
so ist die x-Ac1ls'~ eine S'!JlIIlIIcll'iea.chsc für unsere Kuryen; dagegen 
Erklärungen und Benennungen bei den Kegelschnitten '35 
ist die y-Achse nw' fü)' die l1"'llipse u.nd HY1Je1'bel eine ts'yllmwtrie-
ac7/se. Da die Gleichungen (3) mit (:r, y) auch durch den bezüg-
lich 0 diametralen Punkt (- x, - y) befriedigt werden, so ge-
hört mit jedem Punkte P der Ellipse und Hyperbel auch der be-
züglich 0 diametrale Punkt P' der Kurve an: Die durch 0 hal-
liierte Sehill' PP' heißt "Durchmesser" (Diamdcr) der K/(I'l"c,ihrl' 
be'idfn durch 0 abgelt·tnnlen Hfi:l{'te-n.,Halbmesser'; (Radien) und 
o "lIIitll'lpunkt .. der Kurre. Die Parabel kat keinen :Mittelpunkt 
(s. hier überall die Figuren 35ff.). 
Bei der Ellipse heißen die auf den Koordinatenal'hsen gelege-
nen Durchmesser "Hauptachsen". Insbesondere heißt der auf der 
Fig.35. 
a:-Achse gelegene Durchmesser der Länge 2 (/ die .. flroßc Ac"'<"';, 
der auf der y- Achse gelegene Durchmesser der Lünge 2 b die 
. .7dcinr Achse"; a und b selbst sind die große und kleine .,HalO-
(/I·/ISI'''. Die Endpunkte der Hauptach;;en heißen "ScheildjJlIlIld," 
,1 er Ellipse, (± f/, 0) insbesondere ,.Scl/l'itdJl'mktc t!r)' !fraß"11 Ach.<,'" 
und (I), ± b)"Schcitllp'lJ1i.'te du' Heil/I'II A,I,8e", ht tli,' Ellipse 
\'on (5J aus konstruiert, so gewinnt lIlall auf Grund der aus (:?) 
folgenden Gleichung e2 = a2 - b2 die Brennpunkte als Schnitt-
punkte der x-Arh:ic mit ,.1('\11 Kreise des Radius /l um dell Sclwitel-
punkt (0, 1J) der kleinen At:hse (,;. iilwrall Fig-. :15). 
Bei der Hyperbel heißt der auf ,11'1' ,i"-Aehs(' li"wnde lluJ'i.·h-
messer der Länge 2 (! aie . .lTlwjltach.,·,", die durch () in ,lie heiden 
"Halbach,o,II" a zerlegt wird. Die Endpunkte der Hanpi:lt'hs,' ,illll 
die beiden "Sclll'ifelpu'nklf" d!'r Hyperbel (,. Fig-, :17 ~ :!:? 111111 ,li" 
,Iort gegebenen Ausfühl1.1llgl'n). 
nil' Parahel lällft ..lurch den ~1I11PUllkl (J. dpl' al;; ihr :,Scl/l il, ,-
i'll/,k!" hezl'ielmet "inl (Fif!". :H,'); fli .. \'011 ihlll anS7.iel!ell\le pl):;i-
tive x-Achse heißt. .,A,.lI.o,;" dcr Para 1,,·1. P,-r auf ,leI' rechto'n :'-:ci1,' 
nm ()) auftretend,' Faldlll' :! /' V"11 .I' hf'ißt ,.1'11/'(1/;,1'11/'" der I'a-
rahel und 11 sf'lbst .. lIalbjial'nlll,l,r"; /) ,,-mdr olJl'lI al6 Ahstand 
,!ps Brellllpunkte,~ P "Oll d"r Leitlinil' I'rkLil't, klllll1 aher aurh al" 
I'lll'o',elordinrdc im IJ/'( /1//1)//11/,'1, F ahgemps,:rn \\'l'l'Il"1\ I Fig. :)I~ 
.,., i' 
36 Die Asymptoten der Hyperbel 
§ 22. Die Asymptoten der Hyperbel und die konjugierte 
Hyperbel. 
~lan vergleiche die beiden durch: 
b Vi //'. 2 y' = ;1;, 11 = + a.x"-h 
It 
dargestellten Kurven, deren erste .die ?erade, ?urch die Punkte 0 
und (a, b) ist, während die zweIte emen .'lell nn.serer Hyperbel 
darstellt. Für x> a ist y' > 0, 11 > 0, betde Ordmaten warhsen 
mit wachsendem x und zwar zugleich mit x über alle /trenzen. 
Aus: b' 
;//'2 _ y2 ~ bt , y' _ .'I = y' + y 
Fig.37. 
folgt, dLLß zwar für 
jedes endliche x 
noch !J' > !/ ist, daß 
aber die Differenz 
(y' y) bei wach-
sendern x bestän-
dig abnimmt und 
bei einem über alle 
Grenzen wachsen-
den x unter jede 
noch so klein ge-
wählte positive Zahl 
herabsinkt. Berück-
sichtigen wir gleich 
noch die Symmetrie 
der Hyperbel in be-
zug auf die Koordinatenachsen, so folgt: Die beiden Zlt"cigc der 
Hyperbel laufw nach v i ('1' Richtungen dCl'w,t ins Unendliche, da# 
sie sich nach außenhin mehl' ~tnd mehr den beiden durch: 
(1) b x _ y y = +- x oder - + - = ° 
- a (! b 
!/egebenl'11 Geraden, den sogl'11annten "Asymptoten", annältent; für 
endlidll; x sind dabei die IIyperbdordinaten, absolut genrnmnen, 
kleine)' als die Asymptotenordinaten (Fig. 37). 
Durch die Gleichung: 
(2) y' x' 1)1 - a' = 1 oder :c' y' _ ... =-1 
a' b' 
wird eine Hyperbel dargestellt, deren Ha.uptachse 2 b auf der 
y-Achse liegt, und die dieselbe Exzentrizität e = Ybil -t'a2 wie 
Paare konjugierter Hyperbeln 1)7 
die erste Hyperbel hat. Auch die Asymptoten sind beiden Hyper-
beln gemeinschaftlich; doch ist beim einzelnen x die Ordinate der 
zweiten Hyperbel, absolut genommen, allemal gröBer als die zu-
gehörige Asymptotenordinate. Beide Hyperbeln bezeichnet man 
als einander "konj1lgiert". Die Hauptachse der einzelnen Hyperbel 
nennt man für die konjugierte Hyperbel "Nebcllachsc" (s. überall 
Fig.37i. 
Die ~ier auf den Asymptoten gelegenen Punkte (± Cl, ± b) haben 
vom Mittelpunkte 0 beider Hyperbeln den Abstand e = l/{/~+ 11 2• 
Ein Kreis um 0 durch jene vier Punkte, d!'r sogenannte ,.E)'zen-
tridtiitskrei.,·', schneidet somit auf den Koordinatenachsen die Brenn-
punkte F t , F 2 und l!;', "'2' der heiden koujugierten Hyperbeln 
aus (Fig. 37). 
§ 23. Zwei Regeln zur Zeichnung der Ellipse. 
Durch die f'l'&te der heiden Gleichungen: 
(1) y' = y' a2-__ a: s, y = b 1/ a2 - x" 
(6 
wird der mit der Ellipse konzentrische Kreis deo Radius {/ darge-
stellt., durch die zweite Gleichung die Ellipse selbst. X ehmen wir 
!J und y' mit gleichem, etwa positivem Zeichen, so folgt. heim ein-
zelnen x für die zugehörigen Ordinaten !! : y' = b : a und damit 
der Satz: Bdm ein.zelnen x urhiilt siclt dir }Jlipi'/'liordinatc !I zur 
Ordinate y' des Kreises über dl~r großen A,-h,,,c 2 (/ nl.' Durchmcs.<er, 
/l'ie die hfllbe kleine Ac7,se /) zur halboI !/roßen Achse fI. 
Lm auf Grund dieses Satzes dip Ellipse punktw~ise zu kon-
:;h'uieren, Zf~irhne man um 0 als ~littelpunkt die Kreise der Ra-
dien a lind I). Für pinen beliehi-
gen Punkt p' des grüBeren Kreises 
(Fig. aSI zeichnp man die Ordinate 
p' f.) und den Radiusypktor 01", 
welcher den kleineren Kreis im 
l'unkteB sehneide. Die zur x-Ach~e 
parallele Gerade durch 1l seImei-
det. auf p' Q einen Ellipsenpunkt I' 
aus. Hier trifft in der Tat die 
Proportion zu: 
i'i,j: 1" Q = iJ Ti : () J" = b : 11. 
~ral1 stelle si!'!l vor, daß 11('1' 
kleinere Krpis zwar nach wie \'01' 
(~ ! / p ~--="",-r-~-L 
r f 
) 
durrh df·n Seheitelpunkt. 0, b) hindurchlüuft. Ilaß alJrr spin :I!i1tel-
punkt stdig von () aus di(' negatire y-.\('hsp bf'sl·\Jreibt. An Stell,· 
des Berühl'unw'punktes (0, -- b) treten daun zunächst :ill'i ge-
l~egeln zur Zeichnung <let· Ellip~e 
trennte, zur y-Achse symmetrische Schnittpunkte von Kreis und 
Ellipse. Es entspricht dies der Auffassung, daß beim auflinglichen 
Kreise zwei Schnittpunkte desselben mit der Ellipse im Berüh· 
rungspunkte (0, - b) zusammenfallen, entsprechend natürlich 
zwei weitere im oheren festliegenden Berührungspunkte (0, b). 
Ist ß die veränderliche :Mittelpunktsordinate des Kreises, so hat 
der Kreis die Gleichung: 
(2) 
die Ellipsengleichung setzen wir in die Gestalt: 
o f/' (2 ") X- + b' }J _.~ 0- = 1). 
Faßt mall diese Glei<:hungen als BestillllllulIgsglfliehullgen für flie 
"Unbekannten" x, !J auf, HO liefert die Auflösung in den vi.er J,ö-
sungssystemen dip, vier Schnittpunkte (x, !I) von Krei~ und Ellipse. 
Die "ier Punkte haben zu je 7.\\'ei glf>iehe Ordinaten; durch Eli-
mination von x 2 aus (2) und (3) e~'halten wir fiir die heiden im 
allgemeinen verschiedenen y der Schnittpunkte die quadratische 
Gleichung: 
Vie Lösung !f = 11 lirfert die heiden im Scheitelpunkte (0, b) zn: 
C' 
sammenfallemlen Schnittpunkte; für den he sou deren 'Yert ß = - b 
wird auch die zweite I~ösung 'J = b. ]Jer Kreis des 1JIiltelpunktelJ 
i ' (0, -_ .. b) durch den 8cheitelplll1kt (0, b) heißt d'.'1" zugehöri[le 
.;Scheifeli.:riilntn1I11!ISkrds" deI" Ellipse: im Baiilmm!)sp'lIIkte (0. b) 
{allen alle t,i,r Sclmitlpullktc /:on Kreis lind Ellipse z1Isammen. 
Eine entsprechemle Betrachtung kann man an den größeren 
Kreis der Fig. 3R anknüpfen, indem man den Berührungspunkt 
(a, 0) mit der Ellipse fe~t.hält und den Mittelpunkt von () auS 
auf der x-Achse nach rechts wandern läßt: Der zum P1l1lkte (a,O) 
!Ichörende "Sclle'itelkrii1l111IUngskl"eis" der Ellip.oe ist der K1'eis des 
JIitlelpunktcs (e', n) ell/tcl! den Scheitelpunkt: WIch Mel' rallft! 
.(( 
die ci!'/" Schnittpunkte ton Kreis lind Ellipse im ''';cheitelpunkte :1l-
.wut/ml'lI. 
Zur Konstruktion der Scheitelkrümmungskreise verbinde man 
den 8cheitelpllukl (0, b) mit dem Brennpunkte Ps geradlinig, flille 
auf diese Gerade von () das Lot 0 D und enichte auf derselben 
Ahschnittsatz der Hyperbel 39 
in P2 das Lot P 2 C (Fig. 39). Aus den Sätzen über Proportionen 
am rechtwinkligen Dn·ieck folgt (5. rig. 35 S. ;15): 
oc=~~, 
so daß C der ~Iittelpunkt 
des einen Scheitelkrüm-
mungskreises ist, während 
der Mittelpunkt E des 
anderen die Entfernung 
OE = DF2 von () hat. 
Die Scheitelkrümmungs-
kreise schmiegen sich eng 
an die Ellipse an (Fig. 39). 
Da man sie bei gegebenen 
Halbachsen a, b Iei,;ht 
konstruieren kann, so lie· 
DF = e' 
2 a ' 
fern sie ein wertvolles Fig. :l~. 
Mittel, die zwischen ihnen 
verlaufende Ellipse mit groß!'r Genauigkeit au, freier Hand zu 
zeichnen. 
§ 2.1.. Abschnittsatz der Hyperbel. 
Wie man sich mit I-'ig. ;-)7 S.36 klar maclle, schllri,lf't cillf' zn 
('incr Asymptote parallele, aher von ihr \"erschip,Jplle \;cJ'a,l,,: 
( 1) !f = ± ~l :r +- I' 
die Hyperbel nur in ein .. m 
(endlichen I Punkte. T r· gen deine '~llClere nerade 
\in Fig. 40 in zwei Lai!l'u 
gezeichupfl seImeide die 
Hyperhel in den l'unklell 
PI' Pt der KoordinatPIJ 
Xl' 1/1 und J'z, !/" ihre 
Asymptote,ll in dcu Punk-
ten l'j',PZ' df'!" Koonliua-
!Pll X l "Yl' uwl J 2',y/ Dir 
BezeichuUlI!.'en seipn :;0 
.-ert .. ilt, daß PIPI' 1l1Hll'"Pz' die Al's"hnitl" z\\'i"c!l<,tJ 1\111"\"'-' [lwl 
As.nnptoten sind (Fig.tO I. Es gilt d"1" Satt.: A"/ir,/cr ,I;, 11:11" ,/,,( 
III/d di,' ASi/iII/)/"/' /i SrlUil ;'/' 1/.11')' (;, rllrl'!I "ill'/ ,li,' .·I/",I'I",i'l, ~II'i, 
sehen der II!lperbl'l lind deli ASYlJlplolfll glt'ich, 1\ I't' =" 1'" j'!'. 
40 Beweis (les Abschnittsatzes 
Läuft die Gerade zu einer Koordinatenachse senkrecht, so ist 
der Satz aus der Symmetrie bezüglich dieser Achse einleuchtend. 
Für eine andere Gerade ist der Satz bewiesen, wenn wir zeigen 
ß . k (Xl + x. VI + v.) d St k p .. -p,-können, da der Mlttelpun t ----2 -, ---2- er ree -e t i 
. . (X,' + x .. ' V,' + v.') , -, 
mit dem Mlttelpunkte - -2----' -2 - - der Strecke Pt P2 zu' 
sammenfällt. Da beide :Jrittelpunkte auf der Geraden liegen und 
diese nicht zur y-Achse parallel läuft, so ist für den Zusammen' 
fall der Mittelpunkte auch bereits die Gleichheit der Abszissen 
·x,+x.x,'+x,' dl d Bth 1 C'1'l 
---·2- ---, - -2--- un aso as es e en (pr _1 eH! lUng 
Xl + x2 = x/ + .(2' 
ausreichend. 
Setzen wir die Geradengleiehung in der ersten Normalforlll (5) 
S. 14 gegeben voraus, so gilt der Richtungskoeffizient I' als end-
lich und von dem der Gleichung (1), d, i. von + b verschieden. 
- a 
Die Wertepaan~ xl> ih und x 2' Y2 silld die Lösllngssysteme der 
"Bestimmungsgleichungen" : 
Y= /l-x+ IJ, 
entsprechend sind die Paare Xl" Y/ lind J'2" !h' «ie Lösllngssysterne 
der Bestimmungsgleichungen : 
( -Ja; -/1 = !(,J' + v~ !I) (X + !/) = x' _ y' = 0 b \ (! b n' b' , 
wo ,,,ir vermöge der letzteren "quadratischen" Gleichnng sogleich 
das "Asymptotenpaar" darstellen können. Durch Elimination von y 
findet sich: Xl und :f2 sind die -Wurzeln der Gleichung: 
.c' ütx + v)' 
1/' -- b'-- --- 1 
= a~b.((b2_.a2!L2)x"- 2a2/-'vx-a2(v 2+v2)) =0, 
J'l' und ).'2' entsprechend diejenigen der Gleichung: 
;I;' (ILX + v)' 1 {(. "Q' 2 " 
,,'----1'---= ,,'u' b--a-,t")x -- 2a2/tvx-a 2 v-j =0. 
Da (wie festgestellt) 1;2-- a 2 /t2 endlich und von 0 verschieden ist, 
SI) kann man diese quadratischen Gleichungen in: 
• 2a',tv _. a'(v'+b') 
,r---- b' "J: -- l.' . ,=0 
- a IL u - a"1L ' 
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umschreiben. Aus der Übereinstimmung der linearen Glieder dieser 
Gleichungen folgt die Gleichheit der Wurzelsummen 
Xl + x2 = :r/ + x2', 
und damit ist der Abschnittsatz bewiesen. 
Insbesondere folgt für den Zusammenfall der Punkte PI und l'~: 
Auf einer Hyperbeliangente sind die Abschnitte zitischl'n dem Bc-
rilhrunl/spunktc ~md den Asymptotrn ein-
ander [lleich. 
Eine aus dem Abschnittsatz~ sich er-
gebende Hyperbelkonstruktion bei ge-
gebenen Asymptoten und Scheitelpunkte 
A erläutert Fig. 41. Man ziehe gerade 
Linien durch A beiderseits bis zu den 
Asymptoten, die von der einzelnen Ge-
raden in den Punkten B, C eneicht wer-
den (Fig. 41). Trägt man AB von C aus 
auf der Geraden ab, so ist der Endpunkt D 
der Strecke CD = AB einHyperbelpunkt. Fig. 41. 
§ 25. Sekanten und Tangenten der Kegelschnitte. 
Die "Scheiteltangenten" der Kegelschnitte laufen, wie die An-
sehauung lehrt, stets parallel zu den Achsen der ausgewählten Koor-
dinatensysteme. Ist der Punkt P der Koordinaten 11. v ein von 
einem Scheitelpunkte verschiedener Punkt des einzelnen Kegel-
schnitts, so sei der Punkt pt der Koordinaten 1/', v' ein von P 
verschiedener Punkt tles Kegelschnitts, der jedoch mit P innerhalb 
des gleichen Quadranten der Konrdinatena .. hsen liege. Dann ist 
sicher keine der vier Größen 1/' ± 11 ,I" ± r gleicll O. 
Die Sekante pp' ;;,tellen wir unter Benutzung der Zweipunkt-
form (3) S. 15 durch die Gleiehung dar: 
(1) )/-1' V'-I· x-u = u;'-u 
)Ian kann dieser Gleichung in den drei Fällen der Ellip,e, Hy-
perbel und Parabel je eine nur für die einzeln!? Kurw charakte-
ristische neue Gestalt verleihen. Setzt man für dip Punkte (0'1', 1".) 
und (11, v) die Glciclmngüll der Ellipse oder d .. r llypi'rbel an, sn 
folgt durch :-;ubtraktion nach kurzer Zwisl'henrf'chnung: 
(u' + U!~!I. - u) = + ,u' -1- 1-}<1" - 1'.' 
/1- b' 
/"' - /' 
u' - 11 
= -.,... 
1,',11'+ 1/' 
"l!i }:+ /"' 
wo das obere Z('ichen der Ellipse und das lIntere der Hyper!.el 
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angehört. Die Sekante pp' der }<jllipse bzw. der HYlJcrbel ist 
also durch: 
(2) 
darstellbar. Bei der Parabel gilt entsprechend: 
'V'2 _v2 = 2p(u' - u), (v' + v) (v' - v) = '2p(1I' --- u); 
die Sekante pp' der Parabel ist demnach gegeben durch: 
y-v 2p (3) X-li = v,+",· 
Wandert p' auf der Kurve bis zum Punkte.l' hin, so geht die 
Sekante in die "Tangente" des Ber'Uhrungsjlunktes l' über. Für 
If' = !t, v' = v liefert die Gleichung (2): 
Xlt -u' '1/; - 1" 
--c,'-'- ±. b' = 11 
oder, wenn Illan berücksichtigt, daß Cu .. v) die Kurvengleichung 
befriedigt: 
(4) 
Bei der Parabel findet Ulan durch eine entHprec:hcllde Rechnung: 
(5) vy = p(x + u) oaer 2uy =v(x + n). 
Die Tangente der Ell-ipse und Hyp!'I'bd mit dem Beriill/'1t11gsplmktc 
(11. v) ist durch (4), diejenige der PamIJel durch (r» gegeben. 
Man mache sich deutlich, daß diese Gleichungen auch für die 
Scheiteltangenten in Kraft bleiben. 
§ 26. Tangentenkonstruktionen bei den Kegelschnitten. 
Die durch (-1-) $i 25 dargestellte EllipsentangelIte schneidet die 
x - Achse im Punkte (7,', 0) , dessen Lage von b und v unabhän-
gig ist. Hieraus folgt, daß für alle Ellipsen mit derselben Haupt-
achse '2a die Tangenten der Berührungspunkte gleicher Ahszisse lt 
durch einen und denselben Punkt der x-Achse, nämlich den Punkt (i; , 0), hindurchlaufen. 1.:" nter diesen Ellipsen findet sich für 
b = a insbesondere elf?' Kreis d/'.~ Radhts a mn 0 als "Ellipse mit 
d(~r }.'l'Zcntrizitüt 0"; bei ihm Hiuft die Tangente senkrecht zum 
Radiuti nach drill Beri\hrungspunkte (u, -V a2 ~). 
Die hieraus folgende Konstruktion der Ellipsentangente ist durch 
Fig. 1:! erläutert. Jlan verlängert die Ordinate des mit P bezeich-
neten Punktes (n, v) zur Kreisordinate P'Q, errichtet im End-
Tangenten konstruktion 
·13 
punkt 1" des Radius UI" das Lot, welches den Schnittpunkt S 
mit der x-Achse bildet, und gewinnt in der Geraden 8 I' die 
Ellipsentangente. 
Auch bei allen Hy-
perheln mit derselben 
Hauptachse 2 a· laufen 
die Tangenten der Be-
rührungspunkte glei-
cher Abszisse 1t zufolge 
(-1) § 25 durch einen 
und denselben Punkt 
C'l ' , 0) der x- Achse, 
Lnter diesen Hyper-
beln findet ~ich, dem 
betrachteten Kreisfl 
cut.sprecbend, für h=1I. 
diA sogenannte n91cicli-
seitige" IJ.1fperbel, deren 
A"iJlllplotill alslVil/kd-
halbierende des Acllsl'l1-
kl'l'lI::e8 auj'einal1l/!T 
senkrecld ~I('hell, Fig,43 
zeigt die Konstruktion 
der Hyperbeltangente 
Illittel~ dfr gleichseiti-
;:;enHyp8rhel. Anfdem 
Radiusyrktor 0 p' des 
l'nuktes (11, }II'" a": 
tier {flei,.hseiti~eJl H \'-perh~l ist P' I: scnl,-
r~(;bt erriehtet; mall 
hat also: 
UQ = 11, P'f,J = ("~, 1/,1"- 11", 
-" r" a' 
() ]1' -- ~ = I,' -- ,~ . 
Triigt. man abo die ~tr(>ek(' ',J H \'on (,' 
nach link, auf di,> t'itrech 'iS r\"r 
x-Achse :\h, ,u gilt: 
((~) ([~ 
= 1t -. (u - _.- ~/' 
U. 
Fig. ·t;; 
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d. h. der Punkt S ist der Schnittpunkt aller fraglichen Tangenten 
mit der x-Achse. 
Bei der Parabel scbneidet ;'o;Ufolge (5) $i 25 die Tangente des 
Berührungspunktes (u, v) auf der x-Achse den Punkt (- u, 0) aus. 
Die hieraus sich ergebende Tangentenkonstruktion (Fig. 44, S.43) 
ist einleuchtend. 
§ 27. Die Asymptoten der Hyperbel als Koordinatenachsen. 
Der Winkel zwischen den Asymptoten, welcher von der posi-
tiven x·Achse halbiert wird, sl'i gleich W; dann gilt (Fig. 37, S. 36): 
( 'I(' a . u: b 2ab 1) cos :l = e' sm '2 = /;-, sin U! = -e' 
nie weiterhin zu benutzenden Polarkoonlinaten beziehen sich auf 0 
als Pol und die positive x-Achse als Achse. Eine Tangente am 
rechtsliegenden Zweige der Hyperbel mit dem Berührungspunkte 
(!t, v) möge die Asymptoten in den Punkten 
( 0 11') und 1'2' 360 - 2 
treffen. Dann befriedigen die rechtwinkligen Koordinaten dieser 
Punkte: 
und 
w 
J; = 1'1 COS 2 ' 
m 
.'J = )'1 sin 2 
l(' 
LI = - 1'2 sin 2 
die Gleichung (4) S 25 der 'J'angente: 
( U W /;. U' ) ( nil' 'l' 1/: ) 1'1 a"cos-2 -b.sm:! =1,1'2 a'iCOSil-+ b,sin 2 - =1. 
Multipliziert man diese Gleichungen miteinander und benutzt (1), 
so folgt: 
(''11' Q 1/; I"." 'W) I' 'I' ('!t' 1") 1'1 1'2 4 COS" " - -b" sm" = I.' --. --- - = 1, (t:'; 2 e (/" b' 
sowie weiter, da der Punkt (u, v) die Hyperbelgleichung befriedigt: 
(2) 1'1/'2=e2, ;1'11'2"sinlc=ab. 
Die letzte Gleichung ergibt den Satz: Das von einer HYJ![1'ueUIlt/-
!wute lind dfn AS,l/mptotl'n dngegrmzte .D1'eicck hat den konstanten 
(d. i. für alle Tangenten gleichen) Il1halt a· b. 
Die Asympt'oten sollen als neue Koordinatenachsen mit dem 
.t~cbsenwinkel ~I' eingeführt werden, und zwar sei die neue posi-
hve x-A~h~e die nach r-:chts und unten weisende Asymptote, die 
neue posltIye !I-Achse dlB nach rechts und oben weisende. Da der 
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Berührungspunkt P der Tangente nach S, 41 die zwischen den 
Asymptoten gelegene Strecke ~'Ps' der Tangenten halbiert, so 
werden die Parallelen PQ und PR 
(Fig, 45) zu den neuen Achsen 
(Asymptoten) in Q und R die Mittel-
punkte der Strecken OP;' = )'2 und 
OP; = "1 ausschneiden, Die neuen 
Koordinaten des Punktes P der Hy-
perbel sind demnach: 
x = OQ = -~·1"iP 
11 = 6R = ; j'1 ' 
Daraufhin liefert die erste Gleichung 
(2) den Satz: Die Gleichung der HZlperbrl in 
ptoten als Koordinatenachsen ist: 
(3) 
Flg.45. 
bezug auf die Asym-
Man hat nur noch zu beachten, daß diese Gleichung auch für den 
Punkt (-x, -V) richtig ist, falls sie für (x,y) gilt; sie liefert 
also auch den zweiten eben nicht in Betracht gezogenen Hyperhel-
zweig, 
§ 28. Konjugierte Durchmesser der Ellipse. 
Zufolge (4) S,42 sind die Tangenten in den beiden Endpunkten 
(u1, v1) und (-111, -t'l) eines Ellipselldurchmessers paran",]. Es 
gilt der Sah: Zeid/JlI't man zu dnl lim!Jl.'lIff'n in !lOI Endpl/Jlktel/ (± 1/1 ' ± 1'1) eine« ersten Ellip8enc!l/rcltlll l.s,"'rs dI'JI]Jl/rall,1f11 DI/feh-
messer, so ist zu d/'/I 'J'a11f!/'nfell ill des."eJI Flldpunklcn /I/IIgl'/;, !lrt 
wieder der erste Durchmesser parallel. Ist der erste ])urchmesser 
eine Hauptachse, so i:;t der zweite Durchmesspr die andere Haupt-
achse, und der Satz bt aus der bymmetrie der Ellipse in bpzu!< 
auf die Hauptachsen klar. Liegt dieser Fall ni.·ht vor, so sind 
1(1' 1'1 von 0 verschieden, Die beiden Durchmesser stellen wir dann 
durch: 
(1 ) 
dar. Hat also der :l.weite Durchmesser di\~ Endpunkte (== '(~. ± 1'21 
so gilt: 
t' 
11 • r - 1. I' 2 ._- b' . (2) 
Der zu den Tangenten in diesen Punkten (± !l2' ± 1'2) parallel~ 
Durchmesser hat also die Gleichung: 
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oder 1 <-< ~ (xv - yu ) = 0 u'b' 1 J , 
womit der Satz bewiesen ist. 
Zlcei ElUpsendu/"ckmesser, 1)011 denen jedt'l' den l'angenten in 
den Endplmkten des anderen parallel ist, heißen einander "konju-
[Iiert" , Benutzen wir 0 als Pol und die positive J-'-Achsll als Po-
larachse, so mögen die beiden Durchmesser (1) die Amplituden 
rp und 'l(I haben, die wir (je unter den beiden ::\Wglichkeiten) 
< 180 0 wählen, In tg rp und tg'l(l hat man die Richtungskoeffi-
zienten der Geraden (1) vor sich, so daß die Gleichungen gelten: 
v bOu b' (3) tgrp=-tl'l' tg'l(l=-- .• ', tgrp·tg1~'=- • (I'V, (I' 
Die Amplit-Mden rp lind 'l(I %lcticl' konjugierte!' Dilrclllne,'scl' sind 
durch die in ihnen symmetrische dritte Gleichung (3) /'rl'knüp{t, 
Ist, wie in Fig, 46, 'l(I > rp, so gilt für den Winkel//'= 1/'- rp 
zwischen den heiden konjugierten Durchmessern: 
tg '1l' = tg ( 'l(I _ rp) = tg 'l/! - tg cp 
1 + tg'l/! tgtp 
und also mit Benutzung der dritten Relation (3): 
(4) t a' tg rp + b' cotgrp g w=- -. . 
e' 
Hiernach hat, e> 0 vorausgesetzt., für 0 < rp < 90° notwendig 
tg <le einen endlichen negativen Wert. Es folgt: Bei eineI' eigent-
lichen Ellipse (e> 0) bilden die Hauptachsen das eiw:ige Paar zn-
";lIfl1ltler 8cnkrec1da l.'onj1t[liert,'1' IJurckmeqser; dreht sich dl'l' eine 
r-:=r-------'---~-~ Durc7mu'sser 11m 0, in-
{'" I' ~ von 0° bis 90° tcächst, 
; J dl'm seine Amp7itude 
} ;/' ',,- I so ~feicht ihm der kon-I'~'------; ylt __ ('1,1;) j/lgil'l'fc DUl'ckmesser ~- ~' .. {-- - --~-:. ~-rt_ ,_:>0 111/,'" il1dl'nl de,~sen Atl~-\ ",,-' -' " _), I plltur1c 'l(Iwn 90° bis 
\) '~ ! .:::--- ----~J H~Oo '/{)iil~hst; dabei 
"<, /.J:~-- lie.lJt 1/1 = 1jJ - !p, so-
~ fange 0 < rp < 90° 
<,,-, .. -J_--~--- ----._-- gilt, im Interlll!ll !lOO< 
Pi!!, 46< 1!J < 180°, Der Fall 
I? = 0 ist einfach: 
Hein' ]{/'I'isc rf:lli1'81' do' J';,n:n!frizität I.' = 0) si/ld je zwei ;:lIein-
IIlIder filllk,.ec1d~ DllrclllllCS8('1' kon.iu!licl't, 
Aus ("J) folgt für 0 < tp < 90° und I.' > 0: 
c'tg Ir 
ab 
.) __ atgtp n 1" (-Vutg<p ·V-il)~> 
- ~ - - 3 ,- <- = , .. - __ 0 
b rdg rp b a tg tp .. 
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wo das Gleichheitszeichen nur für tg 9' = b zutrifft. Also gilt: 
a 
tg 10 > ~ab 
:-= ei , 
2[(u 
tgll':::: -. 
, .- e-
"2ab 
und damit der Satz: Der größte Willkrl'lr mit tglc = -- , I;' 
1cü'd erreicht (ür tg rp = :~, tg'i' = ._~. Die Lage der fragli-
chen, zu den Hauptachsen symmetrischen konjugierten Durchmesser 
zeigt Fig. 47. 
\T erlängern wir die Ordinaten c 
der Ellipsenpunkte (n, v) nach 
lf-a b) 
Fig, .". 
dem Y erhältnis ~ zu r' = ~ v, so erhalten wir nach S, 37 flie 
Punkte (u, v') des Kreises über der großen A~hse :! a als Durch, 
messer. Den in l'ig. JR mit P 1 und Ps bezeichneten Endpunkten 
un:5cr~r konjugierten Dnrchme,spr (1) entsprechen so die Punk! e 
PI' und 1'2' des Kl'eis~s, Die Pularkoordinaten von PI und 1'/ 
seien a', rp und a. rp', i1ie yon 1'1 um] 1'/ aber 1/, 11' und I!, 1),', 
so daß in,;be,;underc (/' und I,' die "konju!üprtcn l1allllll('s;;pr" (J/\ 
und 01'~ sind. Es gil1 (Fi)!.4,'-"); 
, 1', (( 1', (L 
tffrp = '= = t,T'" 
o 11, b 11>, b'" 'f , 
11 
h tg t", 
,,'Draus auf Cl l'Iill'] tIrr dritten G If'irhnng (:~) wei tpr foJst: 
t ,n~ 
tg- rp , rg 1!' = /1" t).:' rp . tg '1' .= - 1, 
Dir d, Jl kUlljHllialt'll Flli}l:illll'l/{/oIl11'S.'t'I'll () 1'1 ,111,1 /) l~ ://11' ur./-
IIcfcll Ji/,,'isi'I/lIi."iI () f\' IIllrl () J'~' si, 1/1'11 1"1(' iJ.IIIi,I, /' "Oil,)'< ·'M, 
Mit Bru\1tznnf:' di,<;;p,; Ergrhni<s .. " f()J~t WPitH 311" Fi.", 1 ": 
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(7) 
Pi ~_i = a sm 11' = : . a sm 11', = sm 11' : 
\
-- , . b ., b' , 
P2Q2 = b' sin '1/1 = a . a sin '1/1 = b cos 11' • 
Aus (6) folgt durch Quadrieren und Addieren beider Gleichungen: 
entsprechend aus (7): 
a'2sin2IP + b"sin2 1jJ = b2 
und durch Addition beider Ergebnisse: 
(8) 
Die Summe der Quadrate ziceier konjugierter Halbmesser der El-
lipse ist kanstant (d. i. fiir alle Paare gleidl) ul1d natürlich insbe-
sondere gleiCh der Swmme der Qua-dmte der Halbachsen a, b. 
Durch lfultiplikation der ersten Gleichung (6) und der zwei-
ten Gleichung (7) folgt: 
u' b' sin 1jJ cos 11' = ab C082 11", 
entsprechend durch )Iultiplikation der zweiten Gleichung (6) und 
der ersten Gleichung (7): 
~ a'b' cos 1/J sin 11' = - av sin! 11" 
Fig. -1.9. 
und durch Subtraktion der Ergebnisse: 
(9) a' v' sin (1jJ - 11') 
= a'b' sin-Il' = ab. 
Das Dreieck der Ecken 0, Pi' P, hat 
demnach den konstanten Inhalt tab. 
Wir geben diesem Resultat die Gestalt 
(Fig. 49): D-ie Tangenten ,in den Endpunkten irgend zU'eier kaJ1-
,fugierter Durchmesse,' der Ellipse bilden ein der Ellipse umschrie-
benes Paranelogramm vom konstanten I11halt 4ab. 
§ 29. Zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse als 
Koordinatenachsen. 
Irgend zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse mögen zu 
Achsen für neue kartesische Koordinaten x', y' gewiihlt werden. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von § 28 liefere der Halb-
messer tiPi = a' die positive x'-Achse, der Halbmesser OP~ = b' 
die positive J/-Achse; '/1' ist der Achsenwinkel. 
Nach S. 1:1 ist die Gleichung der Ellipse in x', y' wieder vom 
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zweiten Grade. Für die allgemeine Gleichung zweiten Grades he-
nutzen wir später die Schreibweise: 
(1) AX'2 + 2 Bx'y' + Cy'2 + 2 Dx' + 2 Ey' + F = 0, 
d. h. wir nehllien (zur Abkürzung gewisser unten aufzustelh'nder 
Gleichungen) in einige Gliedor des Ansatzes (1) Faktoren '2 auf. 
Da nun 0 nicht auf der Ellipse liegt, 50 ist F =F 0; wir teilen 
die Gleichung durch - F und gelangen zu einer Glcichullg deI' 
Gestalt: 
A'X'2 + 2 n':/y' + 0'/2 + :2 D'x' + '2 E'J/ = 1. 
Da 0 :'Iittelpunkt ist lind also mit (x', y') stets auch (- ,':, .- ,1/) 
die Gleichung befriedigt, gilt mit der letzten Gleichung' für jl·den 
Ellipsenpunkt auch: . 
A'x'~+ 2B'x'y'+ C'y'Z- 21)'):- 2E'!J'~ 1 
und al.so auch die halb!, Summe beider lileichungl·n: 
(2) 
was einfach darauf hinausläuft. daß 1/ = n. r;' ~ U zutreft'en 
muß (vgl..3 S. li 7). Die l'arllll~le zur y'. Aeh;e durch Jen Punkt 
(a', 0) ist die Taugenh' der Ellipse mit del1l Berührungspunkt 
(u',0), d. h. die aus (:2) durch Eintragung' von ,,' ~ ll' zu ge,,,in-
nende Gleichung für i/: 
("/2 7 '2 H'a'y' -T- (Li'a'2 - 11 = 0 
muß die Doppe/wurzel y' = 0 haben; es ist llelllll:lch B' ~ U. 
A'a'2 = 1. Indem mall entsprechend die zur ./-,\clLse parallple 
Tangente des Berührungspunkte, (0, I/) h~l'llIl~ipht. folgt: [li" 
G/t'i"///(i/;I der j·.'tlipsl'. 1/1',,1/;/01 (l1/t' I'ili ['(((lI" l.'r)/ljll;fioHI [),u·cf,· 
IlI,Sief 2u', :21,' a/.' l\'oo)'di/,alfl/Ilc/""/I. i.,I: 
Die Gleichung (:.)l S. :)4 ii:t als besoJl(lrrf'l' Fall hierin Plll1mltcl:. 
Bei gegehenem ./ lydE'r .1(1 licfl'rt (Cl) zwei "·ntge,,-,"ll!!,,'..t.ct,' 
\Yerte / (hz,,", .r'~I: ])i,' ~ I( I'ille/)/ }j" 1"1], 11,1'.''.''cr /)Il !'Ill/, I,,; S, /110/ I/ 
i"erdw rOlli !;o/lj/lgiall'li Df(I'c/di/' .<'·f I" Tfll/l,in-/. \\-ir I,:inpn ~., .. 
ra,lezll die ErkHil'llllg' aufstellen kiinllen: J], i ,i,., I' ,"',1",,' 1,(/(///i,I,·,. 
SchJ/11i l,ildell 17i, J/i/lt'/p'lIiklt dl'l" 11'1:1,:,'111 "'0 I' })'I/·'-/'/I118."1 ,. 
Weit/li r ;1/ !lr/l/ n,/rel, 111 , ,"."'/' IIIII,,/" Jt/l'';, lI/I, 11 1/1., ":""". 'l'li, ,.: .. 1 .. -
,::,·ir/'lld Irinl. 
~ an, Konjugierte Durchmesser der Hyperbeln. 
Bei den llYl'erhpln kann mall di,· (l!I'rl";.:-tln,~'·" !...r!'!·Ii',n.] di·, 
kunju;!ierten j)unJlIIlH.'''1" lIulf'l" IlI'llIlIZ1iIl~ d,·/' .\'Yllljlt .. l"lI ,,·I,/' 
T"nlwl'>n: r.{dlfi~d_·n Fri.'k,' .. \n:dyt (j,'I)IIl'trll' .~ 
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einfach gestalten. 1) Zieht man von einem von 0 verschiedene.n 
Punkt A einer Asymptote (Fig.50) die heiden Tangenten mIt 
den Berührungspunkten PI und P2 an die heiden ko~jugierten 
Hyperbeln (S. :3 7), und erreichen diese Tangenten (~Ie andere 
Asymptote m Bund 
C, so sind nach S. 44 
die beiden Dreiecke 
OAB und OAG in-
llaltsgleich (heide ha-
ben den Inhalt a· b), 
und PI und P, sind die 
}Iittelpunkte der Sei-
ten AB und A C. :Faßt 
man 0 A als gemein-
same Grundlinie der 
Dreiecke, so folgt die 
Gleichheit der zugehö-
rigen Hülu'n und da-
Fig. :;0. mit die Gleichheit von 
o-jj und 0 C. Da somit 0 die Mitte von B C, p[ die von AB 
und 1'2 die von AC ist, so folgt OP1 11 AC und OP2 11 AB. Re-
produzieren wir die ganze Figur noch vermöge eine[' Drehung 
um 0 durch 1HOo (Fig. 50), so folgt: Von den Durchmessern 
PI PI' und l'iP2' der beiden konjllgie'rten Hyperbeln ist jeder den 
Tangclttenin den Endpul1kten des anderen parallel; sie heißen 
.,krifl.jl/yil'rte Durchmesse!'" des Ilyperbelpaares. 
Wir übertragen die Bezeichnungen von §§ 28 und 29, indem 
wir die konjugierten Halbmesser OPI = n' und OP2 = b' setzen, 
ihnen die Amplituden cp und 1/J erteilen und übrigens die Koordi-
naten "on PI wieder ttl , VI nennen. Dann gilt: 
tg cp = ~V" 
'lt, 
insofern tg 'l/J der Richtungskoeffizient der Tangente (4) S. 42 
der Hyperbel im Punkte PI ist. Durch ~fultiplikation der vor-
stehenden Gleichungen folgt: 
/)2 (1) tg cp . tg 1/J = + a" 
nie Amplituden cP ulld 'I' zu'ei,,/' konjugie'l'ter Durchmes."I'/' des 
~I!lpCl'belpaares sind d'/reh die in cp lind 'l/J symmetrische Brziehllng 
(1) L'crkniillft. 
1) ~Ian kann natürlich auch dieselben l\Iethoden wie in §§ 28 und 
29 ~lI1wenden. . 
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Aus Fig. 50 ist unmittelbar einleuchtend: Wilc7/st die Ampli-
ludi; rp von 0° bis zum ha1bcn "AsY1nptottllu:inkd" -1,/1", so nimmt 
1/1 von 90° bis -1;- U' ab; nimml rp ron 0° bi!! - -} (I" ab: ,,0 'wächst die 
AmpUtudc 'IjJ ä~s konjuyierltn HaZbllles8o's rOll 90° bis \,1800 - -1;- w). 
Längs der Asymptoten kommen also je zwei konjugiertr D';l'ch-
messer imm Zusammenfall, entsprechend dem emstande, daß die 
Gleichung (1) durch: 
I! 
tg rp = tg 1/' = ± (/ 
erfüllt ist. Auch hier bildeIl die Hlwptacltsen 2 a und 2 b das eil/-
Zigf Paar :ueinandl:r senknclder kOJ~ill[/i,'}'ter DlIrclmw<scr. 
Da die Dreiecksflächen 0 AB lmd 0 AC gl('ich 11 • I, ~ind, so 
folgt weiter: Die 1"UJI!lfllft,1 in den ElldpilllUell ir.qlnd i"!reier 
konjugierter Durch-rne8scr des H!/jJtrbtlpaarCi! bilden ein ParaUeln-
f/I-armn ·rom konstanten Inhalt 4 il b. des.'()! EC!.·II! (leie wir Il'iedcr-
holen) auf" den A.'!/'l/iptotU! liege)/. Nehmen wir die Bezeiehnungen 
OA = 1'1 und OB = oe = 1'2 von S.44 wieder anf, so cl'giLt 
der Kosinussatz, angewandt auf die Dreiecke () A C und 0 AR: 
Durch Subtraktion dieser Gleichungen voneinander, Division Jt'~ 
Ergebnisses durch 4 und Benutzung von 12) 8.44 folgt: 
, 2 ,q 2 ( ~". • I} ,r I 
a ~ b "= 1'11'2 COS /(' = e cos- 2 - SllJ- 2. 
und hieraus weiter mit Benutzung von (1) S. ,1,1: 
(:!) 
Die lJiftl'rlll.: (/u' It)!lwlmll' ;;u'ci' r /.'oll.l/o';l'I"ler Ha U, II/l' 'so· d,,, 
H!JP/'rbe/jIf/(/)"cs i."/ kOlls/ullt lind Ill.li';rlitlt ili.'O'',;',lIdU", gl/:iclt do' 
lJitt"l'rfll< der (~I/"dl"llie deI" Ilalbllcl,sul a. b. 
\Vählt man pin Paar konjugi~rter Durchmesser :2 a', :2 b' zu A .. lu;€n 
flir neue Koordinaten .r',!/, so g-elten wieder die Hetrathtnll!"ull 
von S. 49. Die erste Hyperbel (diejenig-e ,1('r Hanl'ta(:h"" :2 (1\ \\"ird 
durch eine Gleichung dl'l' nest;;lt: 
(;~ ) 
darstellbar spin. Zur linken Seite di~s,.r Gleichung kaull Illall a1li:!J 
r' 'I") dadurch gelangf'll, ,lall Ill~n in di,' linke ~tltl.· (~ I.' d~r \ll"' 
spriingJichen Hyperh,.'I,"lcicliun,li diE' liIWan'l\ .\ us,lnich ,1,'1" alt.-n 
J',.'I in d(·u lIeuen 1', y' ,:in1t·;igt. Ilie \;I,'idl1lll.!! (:!; :-;. :1(; d~r 
kOlljugiertell H."p.·rlwl wirt! .]('llilladr in .l,'n /. /: 
(·1 ) I. 
,. 
;)2 Supplementiire Sehnen bei J.Jllipse und Hyperbel 
Xun benutzen wir (S. 49) weiter, daß die Gleichung (3) für x' = a' 
die Doppelwurzel y' = 0 haben muß, woraus Aa' 2 = 1, B = 0 
folgt, sowie daß (4) für !/ = b' die Doppelwurzel x' = () besitzt. 
was Cb'2 = - 1, B = 0 liefert. Die GleiclwJigcu dl's llyperbd-
paares, bezogen auf ein l'am' "ol1jugierü'r ])'/i'clmu.'·.<el' 2 a', 2 b' al.~ 
KO!Jrdi1wtenflchscn. sind: ' 
(5) ,,;" y' 2 (I" - b' • = ± 1 , 
Aus (5) folgt wie bei der Ellipse: Die zu. rinem ])ltrc711/l('s~el' 
J'[/rall,'len Sehnen jl'ller dct· bl'idcl! II.'Ipu·uclu teel den rolli kOi/Ju-
!/ifrf,'n DUl'l'ltmc.·ser I,.'w. cl .. 'sscn V,·r{iin!/l'l"ung llOlbiaf. Auch wiire 
es wieder möglich gewesen, llie ErklHl"llllg kOlljngiert!'l" J)urch-
messer an einen Sat~ über die :\rittelpunktc parallel!'r Sehnen zu 
knüpfen. 
§ 31. Supplementäre Sehnen der Ellipse und der 
Hyperbe1. 
:t.wei Sehnen der Ellipse oder der i lyperbel, welche von einem 
Kurvenpunkte A aus nach den von A verschiedenen }<jndpunkten 
B, 0 eines Durchmessers ziehen, 
heißen "supplmu'ldün: 8r·lml'l1". 
Die ZII zwd s/rpplr:mi'l1t/"ircn Seh-
1/1'11 pflmllelen r;/'/"adc/I dlll'r'" () 
Fig.51. Fig. 5~. 
t;pli 1"11 zll"l·i !.-IJlljU[licrll' ])/lfel/lne,"'!',.. Im Falle der Ellipse (Fig.51) 
f()lgt aus D 0 AC und E 0 A JJ leicht, daß D und E die :Mittel-
punkte der heiden &hnen sind. Der Durchmesser ]) 0 halbiert 
al;:o die zum Durchmesser E () parallele Sehne AB, so daß nach 
~ ~H (letzter Absatz) der Durchmesser D 0 zu E 0 konjugiert ist. 
Eine entsplwhende Schlußfolgerung für die Hyperbl'l knüpft man 
an Fig.5=? 
:\littelst supplementärer Schncn kann man für ein!' gegehene 
Ellipse diR H~\1ptachsen konstruieren, für eine gegebene Hyperbel 
Haupt- und )\ebellar;hse. :'tran zeichne z. B. im Falle der Ellipse 
zunächst irgendeiuen Dun'hmesser 11 C (inuem man etwa zwci be-
liehige parallelr :-;"Im('n zieht und ihr .. )rittelpllukte geradlinig 
Durchmesser und 'fangentt'n der Parabel 53 
verbindet) und über demselben einen Halbkreis, der <lie Ellipse im 
Punkte A kreuze (Fig. 53). Dann sind AB und AC zwei gegen-
einander senkrechte supplementäre 
Sehnen; also sind die ihnen paral-
lelen Dnrcbmesser OE und on kon-
jugiert und zueinander senkrecht, 
d. h. sie liefern nach S. 46 die Haupt-
acbsen. Im Falle der Hyperbel gilt 
eine entsprechende Konstruktion. 
Fig, 53, 
§ 32. Durchmesser und konjugierte Tangenten bei der 
Parabel. 
Nach (5) S.42 ist die Parabeltangente des Berührungspunk-
tes 0' drr Koordinaten xo, !Jo durch die erste der Gleichungen: 
(1) 
dargestellt, deren zweite zum Ausdruck bringt, daß U'o' Yo) auf 
der Parabel liegt (Fig, 54). Für den Winkel /I' zwischen der nach 
"oben" gerichteten Tangente und. der positiven x-Achse gilt, da 
tg U' der Richtungskoeffizient in der 
ersten Normalgleichung det" Tangente 
( 1) sein würde: 
(2'1 tu /I' = ,1' 
• ,." Yo' Yo sin I/" = P eos U' • 
Wir führen ein neu!'s Koordinaten-
system ein mit 0' als Nullpunkt, piner 
mit det" ,I' - Ach.-e pilrallel und ~lf>ich· 
gerichteten ,;:'.Achse und der nach ol)pll 
gerichteten Tangente des Punkte" ()' 
als positiver t/-Achse. Der Clwrgang 
von den alten zu den neuen Koordinaten ist 
lation und nachherige Transformation (2) S .. ) 
ergibt demgemiiß: 
Fig. ~d. 
.lurdl ... im' Tr;\n,-
zu yollziela:ll lind 
(3) ,r = ,/ + y' eos 11" + xo' y = tl sin U' + .'1". 
Die Pal'ahelgleichung /I" 0= :!p," wird also im 1I"1l~1l :',not.'m: 
(!l sin If + !I,,( = '2 P (:t' + / eil, /I' + ,)'" ' 
!/2 si1l 2 /C + "21/0 sinll" y' + !lo~= '21,'/,2/, COS 11' ',I/"!" "2/')'11' 
Zufolge (1) hehen sich .lio Absolurglie.-lrr /1./ uml 2Ji.l·" "e,t:en" 
seitig auf, desgleichen zufolge l,:2) die in Jllinearen t;lieder. lJi/ 
54 Tangente und konjugierter Durchmesser der Parabel 
Gleiclm'lIg df~1' Pc~rabel im neuen System hat die mit deI" ursprüng· 
lichen Gleichung gleichgebaute Gestalt: 
(4) '2 " i 1) Y = 21) X P = .•. 
, sm"w 
Zu jedem positiven x'berechnen sich aus (.1) 7.wei entgegengesetzte 
Werte y'. Heißt eine von einem Parabelpunkte ausziehende, der Pa-
rabelachse parallele und gleichgerichtete Gerade ein .,Du.rchmesser" 
der Parabel und nennen wir den Durchmesser und die Tangente 
in seinem Anfangspunkte einander "konjugiert·· 1), so ergibt sich: 
Die zn einer Tangente parallelen Sehnen der Parnbelll'crd,:n durch 
den zur Tangente konjugierten Durchmfsser halbiert. :\Ian kann 
auch umgekehrt von einer Schar paralleler Sehnen ausgehen, deren 
:.\Iittelpunkte eine 7.ur x-Achse parallele Gerade, den "der Sehnen· 
richtung konjugierten" Durchmesser liefern. 
Die Gleichung (.'i) S. 42 einer beliebigen Tangente soll noch 
auf die neuen Koordinaten umgerechnet werden. Hat der Berüh-
rungspunkt (u, v) die neuen Koordinaten ,,', ro', so gilt zufolge (3): 
1~ = u' + v'cosU! + xo, v ~ v'sinw + Yu' 
Die transformierte Gleichung (5) S. 42 der Tangente ist also: 
(v' sin u: + Yo) (y' sin w + Yo) 
= p(x' + y' cos IV + ).'0 + 'n' + v' cos w + xo), 
·v'y' sin2 w + y'. Yo sin IV + v'· Yo sinw + Yo2 
= p(x' + u') + y'. p eos u' + c'.p cos Il' + 2p~'o 
und kürzt sich demnach auf Gl1lnd von (1), (2) und (4) zu: 
(.'i) / y' = p' (x' + ./). 
Im neuen System hat auch die Tangentengleiclmn.Q elet· Parabel fiil' 
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den Beriihnmgspunkt (t!', v') die mit der 
urspriinglichen Gleichung (5) 8. 42 gleicll-
gebante Gestalt (5). 
Die am Schlusse von ~ 26 S.44 an-
gedeutete Konstruktion der Parabeltan-
gente überträgt sich demnach auf das 
neue System. Man kann diesem Ergeb-
nis auch folgenden Ausdruck verleihen: 
Zieht ma1/ in den Endpunkten PI' P2 
einer Parabelsehne die Tangenten, so (iegt 
ih,' Schnittpunkt S al,f der durch die 
. 1) D.icse. EI'klärung gelte auch für Achse und Scheiteltangentei 
elDz~g m diesem Falle stehen Durchmesser und konjugierte Tan .. ente 
aufemander senkrecht. " 
Die Brennstrablell der Ellipse. 
8ehnenmitte Po zur Parabelachse parallelen GO'aden, /llId der Schllitt-
punkt 0' dieser Gemden mit der Parabel halbiert die Sireck/: SPn 
(Fig. 55). Im zugehörigen neuen Koordinatensystem haben näm~ 
lieh die heiden Tangenten die Gleichungen ± v'y' = 1/(./ + 11'), 
woraus der Satz folgt. 
§ 33. Brennpunktseigenschaften der Ellipse. 
Die Geradenstrecken 'r1 = F1:P, 1'2 = r~1' von den Breunpunk-
ten nach einem Punkte P der Ellipse nennt man ,.Bl'CII1I.,lrahl"li'· 
des Punktes P. Sind u, v die Koordinaten von P, so gilt (S. 33): 
rl~ = Cu + C)2 + 'v2, "S2 = (li - e):! + I''', 
woraus man mit Benutzung von r1 + f~ = 2 a durch Subtrak-
tion findet: 
Mit nochmaliger Benutzung von 1'1 + 1'2 = 2 a folgt: Di,' Brell/l-
straMm des Punkles (u, v) slelle/1 sich in de,' AIJszissl' II 1'0 dar: 
(1) 
. Durch Multiplikation dieser Gleichungen ergibt sich bei Be-
nutzung der Relation e2 = a~ - b2: 
Zur Umwandlung des letzten Gliedes benutze man tlie von VI. r) 
befriedigte Ellipsengleichung: 
1'11'2 = a" _1/2 + b2 (1- ;;:) = 11" + v" - i,,2+ ;2i, 
Die Summe in dl'J' letzten Klammer j,t ;.rlf'ieh cl,'!!' QU:l,lrat ;1." 
Halbmessers OP = (I'; es gilt also: 
fl-~2 + )"1 J"2 =. (12 --.:- I/~. 
Per Vergleich mit (8) S, 48 lif't'ert den ~atz: J)1I1' J'r",I,II:1 1", f c 
dr,. Brel111strah!ol des PUllkli'8 l' i"t !!1eich dwt (,i'wrlm! I," ,{".' 
ZUtll llalullic"srr 61' = 11' kOI'j'I(licrtOi JlIIII/w.',,,, r.' I,': 
(i) 
Dieser .HallJm~ö,;er v' {in Fig. 51; dlll'f:ll 01" !wzf·j\'ht:l't ];illn 
zur Tangente im Punkt l' parulll'l. Fa-sI'tl ",ir dpmtla,·h I,' al-
Gnmdlinit> des Dreiecks 01"1', so ist ,ll·s,el' 1I;'.h" gh'irh .Irm 
Lote l' (Fig. iHl' von 0 unr die Tall!2pntf'. I ),'r ']C>PI,eltp Inhalt 
des Dreiecks ist also gleich 1,")1 =)J }/r1 1'2: und da die:'f'r d'Jpl",lt" 
56 Drenn,trablen unI] Tallgcllte ,ler Ellip>(' 
Inhalt naeh (9) ~. 4H andererseits gleieh ((. b iot. $0 /olr,1 als 
Ausdruck des L'oks peon 0 allf' die l'anucnlc in den HrClll/Strahlen 
des Beriilmm[!spllIl1des: 
(3) CI/) jJ =, ' 
lT1 T, 
Die vierte XormaJgleiehung(5) 
S. 16 der Tangente j,t: 
pI' -L ]J t' 
x a' I I/ b" - fl =~, O. 
Pig. 5f~ ~ach S. 17 findd mall durdl Ein· 
tragung der Koonlin;tten er c, ü) 
\'on F I und P;; in die linke Seite dieser Gleichung flic Längen PI 
und P2 der Lote von PI und F 2 auf die Tangent e: 
_ pu 
+ I' ,,' - ji 
:Jlit Benut zung YOll (1) und (:3) folgt: l!ie Iote PI iI /111 P2 rOi! 
I{rn Brl'i/llp'rnkten F I 1IIHl F2 Ollf' "illI' Elli//sl'llllw.'lI'lde stdlell 
liicll ill den lfremlslrahlcn dC8 Brrii!n-101!/SP/lll1:le, so dar: 
(I) /). ' ViI" j.i" = I" = b . 
- a - r 1 
In Fig,.')6 sind aie heiden 1,ote 1\ und Po durch F 1 N und 
P 2 11L dargestellt. Da auS (4) die Proportion 1'1 : 1'1 =" P'2 : /2 folgt, 
so sind die heidpn rechtwinkligen Dreiecke PINl' und PoMP 
ähnlich, und also ist:;;: J'l P X = P2 P Jll: Eiw Ellipsni!ulIgellÜ 
1111il lil'(i.'1'1 ,I, 1/11/(/1'11 so!Jlcich 
/)lu/Ur, 1'. Da 0 und J[ die 
bihld mit den Brl'lll1strahlol ihres 
}](riilimngsplfnkfl's f/leich" lFin-
l.eI. 1) 
Dip zur EllipsenkunstruktioD 
dienende Fig. :H, S. ;)1, ist hier-
neben als Fig. ;) 7 wiederholt und 
ergänzt. D,;' für das Mittellot 
J[ P der Strecke F 2 Q die Glei-
ehung ,c{:.F9 1'.ilI=-1:QPJJI gilt. 
so bildet d~s über P hinaus ver-
llillg'prtp :\Iittellot mit den Brenn-
strahlen von P gleiche Winkel 
(cII('h dil TOl1gndr des ]Jl}'iilinmgs-
~Iitten ,leI' Strecken E\ F~ und F 2 Q 
1': YO? T, aU;;g'f'henlle Lichtstrahlen kOllwrgierell nach Reflexion 
an der !·.lbl'se nuch dem anderen "Brennpunkte" F,. 
l'angentenkonstruktionen bei der Ellipse 57 
sind, so sind die Dreiecke O:E;M und F t F 2Q ähnlich, woraus für 
die dritten Seiten folgt: 
01Ji: 1'i Q = Oll!: 2a = OF2 : j.~F2 = 1 : 2. 
Somit ist 0111 = a. Das Lot von 0 auf die Tangente trifft den 
)IittelpunktH der Streckell1N(denn es giltHY:H~~1 = 01; :OF2); 
demnach ist auch ON = UlI1 = a: Fällt wan von deli Brenn-
]Junkten die Lote auf die 
Ellipsel1tangentfll, so bil-
den die Lotti·/ßpuukte den 
mit der Ellipse konze/1tri-
schen Kreis des Radil/H u. I 
:N ennen wir diesen Kreis 
K und den um}~ beschrie-
benen Leitkreis wie his-
her L, so ergibt sich fol-
gende Konstruktion der 
Tangente für gegebenen 
Berührungspunkt 1'. Die 
Gerade von F t durch P 
schneide L im Punkt Q 
(Fig. 58), die Verbin-
dungsgerade Q F 2 schnei-
de K in M; dann ist 
)IP die Tangente. Für 
das Tangentenpaar von 
einem außerhalb der EI-
leig. 5S. 
lipse gelegenen Punkte i-- -----~.~:~ee;~n~~~~~:~~;:i~JJll (;~~~ .F---------~~.~ .. -~ .. =~><I.;<:"::~~· 
59): Der Kreis de;; Ra- __ ~ .~ . 
dills Ä}~ um den :\littel-
punkt A- schneide L il1 
den Punkt!'ll (/ uno] (/. 
Die (;eraden Pt (J und 
}~ (/ schneiden auf der Ellipsp 
der gesuchteu Tang.·nten uns. 
.... -_ ... -
die Herührun.~spu!lkt,.' l' nut:! ]" 
~ :-\·1. Brennpunktseigenschaften der Hyperbel. 
nie vorstehen']"u EntwicklllU;!PlI ü],prtnli!f'1l "jdl!:'röBt"m,·iJ, 
wörtlich anf ,lie H.\'perlwl. Für di,> (llladra1t~ .1"1' .. ];r. 1I1.,·lraldrn·· 
1', = I-'I P . J'~ = ]'21' !ladl ,1 .. m Ilypprl,plpnnktt! 111. r I ;.:elt .. n wir· 
,1p!" die heiden erst/'ll in ~ 3:.\ al1gp~·f·lw!"·ll lJar"tPllllllg"ll. an, d';ll~ll: 
rl"2~ r2r.= ,rr --;- )";1",(r1 - r~) = i, If 
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folgt. Benutzen wir die S. 16 erklärte Bezeichnung sgn (u.) für 
das Vorzeichen von 1/, so gilt: 
1'1 - 1'2 = sgu (11)' 2a, 
da 1"1 > 1"2 oder r1 < r2 gilt, je nachdem 1.1 positiv oder negativ 
ist. Die Brennstrahlen 1"1' 1"2 des HY1Jel'belp1tnktes (1/, 1') stellen 
sich in der Abszisse '11 so dar: 
(1) ( e 1t ') '1'1 = sgn Cu) a + a , . (eu ) 1'2 = sgn (11 ) (I - a ' 
Bei Rücksicht auf c2 = a~ + b2 folgt weiter mit Benutzung 
der für (u, v) gültigen Hyperhelgleichung: 
(a' + b2j n' 2 2 2 2 u' 2 • b" + .2 r r = _.-. . - a = n - a + b . • = 1( _. n" + - v. 
1 2 u" U 
Ist also wieder a' der Halbmesser des Punktes (tt, v) und b' der 
konjugierte Halbmesser, so ergibt sich zufolge (2) S. 51: 
(2) 
so daß das Pl'oduld 1'1r2 der Bnn'llStrahlcn des 1'I,tnktcs (n, v) 
wieder gleich dem Quadrat des zum IIalbmc8scr (ks Plfn7;tr.s (u, v) 
konjugierten Halbmessers b' ist, 
Die Lote von 0, F 1 und F! auf die Tangente des Berührungs-
punktes (u, v) seien wieder gleich p, PI und P2' Das in Fig,45 
S 45 durch OP/P2' bezeichnete Dreieck aus der Tangente und 
den Asymptoten hat, falls, man Pt' ]>2' = 2 b' als Grundlinie und 
entsprechend p als Höhe faßt, den Inhalt pb'. Da der Inhalt nach 
(2) S. H andererseits gleich a' b ist, so findet man p in dersel-
ben Art wie bei der Ellipse durch r 1 und "2 ausgedrückt. Auch 
PI und PI findet man wie oben durch Vermittlung der vierten 
Normalgleichung der Tangente: Die Lote p, Pi und p, 'rom Mit-
telpunkte 0 und den Brennpunkten F t und F t auf die Tangente 
des Beriilwungspunktes (u, L') stellen sich in dessen B"cnnsl1'ahlen 
1'1' r 2 so dar; 
(3) ab 'V'I" V" p=--.::... p=b j p=b 2. 
. YTjr, '1 r.' 2 1'1 
Aus PI: 1'1 = Jl2 : 1'2 folgt jetzt (Fig, 60) der Satz: Di.l' Tan-
[fente des Punktes (11, v) !lnlbitrt dm l'Vinkel zwischm den ;'/l!]chü' 
rigm Bl't'lInstl'allll'll.1) Ein Blick auf I<'ig. 32 S. 32 lehrt darauf-
hin wieder, daß die bei der Hypel'belkonstruktion benutzten Mit-
1) 'ou einem B,ren~punkte ausgehende Lichtstrahlen, die am eineIl 
oder am anderen ZWeige der Hyperbel reflektiert werden diveraieren 
nach der Reflexion so, als kii.men sie vom anderen Bren~punkte. 
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tellote 11[P, .lJI'P' der Strecken P~Q, }I~Q' 7.ugleich die H.1Ipel'bel-
tangenten der Beriilll'ungspunkte P, p' liefern. Auch ist leicht ein-
zusehen, daß die Fuß-
punkte der Lote von F t und 
F 2 auf die Hyperbeltan-
gcnten (Punkte .lJ1,.lJ1' der 
Fig. 32 S, 32)lI'iedtr die 
Peripherie K des Kreises 
vom Radius a um 0 bilden, 
Die sich hieraus ergeben-
den Tangentenkonstruk-
tionen mittels der Kreise 
Kund L gestalten sich bei 
der Hyperbel genau so 
wie bei der Ellipse. Fig,60. 
§ 35, Brennpunktseigenschaften der Parabel. 
Die in Fig. 33 S. 32 dargelegte Parabelkonf'truktion ist in 
Fig. 61 mit einigen Ergänzungen reproduziert. Sind 1/, Z' die Ko-
ordinaten des Punktes P der Parabel, so hat der Punkt (,) der 
Leitgeraden L die Koordinaten ~ ; p, v. Da aber der Brennpunkt F 
die Koordinaten ';p,O hat, so sind nach (9) S. 9 die Koordi-
naten des Mittelpunktes 111 der Strecke 
FQ durch 0, Jv gegeben. Die Gerade 
11IP, als durch die Punkte (O,tv) 
und (u, v) laufend, hat die Gleichung: 
2 1/Y = V (x + iI) 
und ist deli/nach ZIIfolg" C.'» S.-12 
die Parabel/allflel/tl' des Brriihnmgs-
punlde8 r. 
Das auf der Leitgeraden L errich-
tete Lot Q P gibt über P wrHingert. 
den zum Punkte P gehörenden Pa-
rabeldurchmesser. Bezeichnen wir 
pp wieder als "Brennstmhl" des Punktes P. :;0 ful;;t IYig. 611: 
Die Parabcltangrnte bildet mit d/In Brrl1l1sfraltl ilm:s Baiilmmgs-
punktes lind dem :mgr!iijrigl.'l1 J),lrc1mwsser gll'iclie ll"inl .. cl. 1', 
Den Punkt J[ kann man hiernaeh auch ~tl;; Fußpunkt des 
Lotes von F auf die Parabeltangcute de,; PUl! ktp, l' auffassen: 
Die F/lßpunkte der Lote vom BrCl/lIll/Uikt. F (j,'( lii,' Pm'aIJlHal/-
gcntrn bilden lIit Scheit"ftanfll'ldc (1!-AI.'h.<CI. wp!...JJe demnach an 
Stelle des Kreises K der ElJip,;e ul1,j Hyperhd tritt. 
1) Vom Brennpunkte }' ausgehenrle Lichtstrahlen werden an der 
Parabel parallel zu deren Achse reflektiert. 
60 Tangentenkonstruktion(m bei der Parabel 
Die sich crO"ebenden Tangentenkonstruktionen sind wieder ein-
leuchtend. UI~ in einem gegebenen Parabelpunkte P die Tangente 
zu zeichnen, fälle man von P das Lot PQ 
auf die Leitgerade L, ziehe die Gerade 
Q P, welche die ScheiteHangente in JJI 
schneide; dann ist.JI P die Tangente. Um 
VOll einem links von der Parabel gelege-
nen Punkte A aus das Tangnntenpaar zu 
konstruiPTen, zeichne mall lllil den Mittel-
Fig.I;2. 
punkt A mit dem Uadius AP einen 
Kreis, der die Leitgerade ], in Q und Q' 
! schneide (Fig. 62); die auf ], f'lTirhteten 
Lole (,JP und Q' P' sehnf'iden auf der 
Parabel die Berührung.'[lUnkte l' und p' 
der gesuchten Tangenten aus. 
Kap. IV. Gemeinsame Gleichungen fUr die Kurven 
zweiten Grades. 
§ :)6. Die Scheitelgleichung der Kegelschnitte. 
Man übe bei der Ellipse eine Parallelverschiebung der Koordi-
natenachsen in Richtnng der Ahszissenachse so au~, daß der Schei-
telpunkt (- a, 0) der neue Nullpunkt wird; bei der Hyperbel 
,erschiebe man die Achsen entsprechend so, duB der Scheit.elpunkt 
(a,o.) zum Nullpunkte (les neuen Koordinatensystems wird. In 
beiden Fällen haben dann die Achsen zur Kurve einp Lage, wie 
sie bei der Parabel von vornherein ausgewählt war: Die y-Acllsl' 
ist eine S~7Ieildtan!Jente. welche durch die Km'vr von rccltts hCf im 
JYullpunlde verührt lcird. 
Nach (1) S. ;) ist die Beziehung zwischen den 3lten Koordi-
naten x, y und den neuen x', y' einfach x = / == a, y = y', wo-
bei da;; obere Zeichen der Ellipse, das untere eIer Hyperbel zu-
kommt. Die transformierten Kurvengleichungen werden (unter 
Fortlassung der Indizes bei /, y'): 
ix-fa)' Y' b' /' 
a'-' T!), = 1 und also: y! = 2 ((J [I' .== C.) x2 • 
~ran setzt zur Abkürzung: 
11) I, • a = 1', 
so daß umgekehrt gilt: 
(2) Jl ]J If = __ - =--
+q .'1' b= }J V=t'i 
]J 
l" q. 
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Die Größe 2 p heißt "l'ammefc,"', p selbst .. Halbz'araml'fer" der 
Kurve, ])a man bei Gebrauch der ur8prünglichen Koordinaten und 
Gleichungen leicht zeigt, daß der Punkt (+ c, p) auf der Kurve 
liegt, so kann der Halbparameter )J bei der Ellipse und Hyperbel 
(genau wie bei der Parabel, S, 3;)) als Klirvenordillafr: iu eim'll, 
Brennpunkte geometrisch gedentet' werden, :JIit Dpnutzung der 
Abkürzungen (1) folgt: Die gemeinsame "Schcill'l,l!lI'iclllfl'Y" der 
Kegclsclli1itte ist,' 
(3) y2 = :3 px + qx~, 
Il'obri p wul q irgenrl "Icei en,llichf' XahlcJI Silld, dil' d"11 Be· 
diligungen,' 
(4) ).1 > 0, 'I ~.' - 1 
gl'lIii.l/en: tür il < () :,;frllt (:;) Cilll' Xllipsf d"r, IlIId ill8b'Sli/ld,1'! 
{iir '1 = - 1 cillen l{rci.' , nil' q = () huf iIIOil ("ille 1'<1rolll'l. ('ir (/ > 0 eine Hyper/Je!, LiSt man auch uo,:h dip Ellipsen mit & > 'I 
zu, btJi denen also die groBe Achse auf tier ursprünglichen ,11-Al'hse 
liegt, so kommen ~wch noch alle unterhalb - 1 lic,srellLlen end· 
lichen 'Werte 1/ zur Gr.ltllllg, 
Es ist nützlich, sich di .. , Lage üer tin/i/cl, ,lilCi/(lIich ri,lni ]';'11" 
an mit rest !/fgebCJ/cm lVertc :! lj deut lieh zu mal'hell, ,\'ie sie Yon 
aUen 'Werten I[ :?: - 1 (bei den Ellipsen wieder der Voran-setzung 
(I ~ b entsprcchenrl) geliefert werden, \Vir !l('lllH'll diese:' f'ystem 
eine }.Kurvellsclw)''' und bezeichnen den lh'r S"har angehiil'ellllcn 
Kreis des Radius p unÜ des ~Iittelpunktps (p. (1) llIit K .\us (:3, 
nnd (4) folgt: 
1 + '/ "= ((,1' - p',' -l:' 1/'1 - P~ 
,I'U 
u, (5) 
Da 1',:'1'-1"" + !,2) Jas Quadrat Jer Eil tfl'l'lIllIlF' cl"...; Puuktl'S IJ,,1I' 
und (p, U) ist, ';0 ergiut öi,'h an,; (,',:: Da- ["'111'1' 0", 1i U,'i/,I 
('nil der Schul' ()'li: (/"1'1'" .i'I/' iI 1'1)11/ lfl'lIl' ;I,:Nlllfll Sei" i!dl}/liikl, 0 
ul'schil'l7!-nf'/1 Pil/lki (J', 1/') (liIj!er!"lIb II ili'/lJ'lI'ilie 1/;11/1(111' l'i ll ,·K"l'i'I 
du' Schal' hil/(liu'chY) . [,'Ur j0des ;;olehe PanI' " .,11 her.'dI11.·t si..]1 
niimlieh aus (1)) "jn' bestimmter, r.li~ zweite {'n;2'leid1Unc: 'li hp· 
frirdigplld"r Wert q, der in (:)') dnge'l'lzt die (il",j,'i.l1l1g ,],,]' 
dm'eh (,e Y i hin.Jtw'hlaufpllden Kune erc: ih! 
Di(~ Gestalt der Klll'vpn"chlll' ist in Fig, t.~:l :ln;.:"(l,,n!r<, J 1.,1' 
Kreis Jt und die dr1' Schar tür 'I = 11 Dll",'h"ir,'II,J,' I'al'ill ",I -ill·i 
,tl(l'kel' am;p'll.ügcll als tlie Ellip"'11 111111 IlYl",],l,,'!JI: dit, Ellip" 11 
.. rfijlJptl den Teil der El,en.' I,\\"i"dlf'll Kr"i- und l'a1'i,i",!. .Ji(, Ih, 
p"J-l.!'ln deli links nm tIpI' I'<ua\)d gel"!!~llf')1 Teil ,h,]' EI'''11f' Iljp 
1) Liißt lilatl audl (I <~ /) \lud damil (l"'< I /il, ~(I t!f\\"ltl'rt :-:il'l: 
die Kurn.'ll:,char, Ulld tJ :, 1i11lfr al:-:danll alldJ dUff')l l,o')I-'n IIl1I,'nl'llnl;l 
\'1)11 /\' elll" llnd nn!" \'illt> Kunp d"r "":dlar hindll!',·11 
62 Parabel als Grenzfall der Ellipse und Hyperbel 
in Fig. 63 punktierte, zur x-Achse im A~stande p parallele G~' 
rade schneidet auf der einzelnen Kurve dle Endpunkte der Ordl' 
naten in den Brennpunkten auS. Indem wir nach Maßgabe der 
Figuren 31 ff. für die Ellipsen und Hyprrbeln die Brennpunkte 
durch die Bezeichnungen F I und F s unterscheiden, lesen wir aus 
Fig. 63 ab: Bei den Ellipsen ist der geometrische Ort der Brenn-
punkte F I die Strecke ]}[ N d'lr x -Achse, dmjenige der Brenn-
Fig.68, 
punkte }~ die rechts von 2~I verlaufende x-Achse; bei Jen Hy-
perbeln ist der geometrische Ort Jer Brennpunkte }~ die Strecke 
NO Jer x-Achse, derjenige der Brennpunkte F 1 die negative 
x-Achse. Die Parabel p.1"schdnf als Grcnz(all so/cohl (ür die El-
lipsen als allch (ür die Hyperbeln lI1ul damit als Übfrg(/llg q = 0 
zwischen he-iden K!u'I'enal'ten,. ün Grenz(all rürkt jell'eils d/J'I' eifle 
Brennpunkt nach dem in Fig. 63 mit N bezeichneten Punkte (t1l,0), 
'1I'ü7lrenrl deI' anllft'e Brennpunkt lind mit ihm da K1/I"venmHtel· 
p1mkt auf d('r x-Achse ins Unendliehe U/'/fUnde!'t ist,l) 
~ 37. Brennpunkte und Leitgeraden der Kegelschnitte. 
Bei Gebrauch der ursprünglichen Koordinaten war die Tan-
gente der Ellipse bzw. Hyperbel mit dem Berührungspunkt (11,1') 
oben (S, 42) durch: 
(1) xu + !IV = 1 
u' - b' 
1) Indem fiRll den S, 3il für clie Ellipse eingeführten Begriff des 
"Scheitelkriillimungakreises" auf die Parabel und Hyperbel überträg~, 
wolle mun noch den Satz zeigen: Der Kreis K ist gemeinsamer Schel-
telk1-iimUlungskreis für alle Kurven der Schar und zwar auch für (~~e b~i q< - 1 eintretend,e? Ellipsen. Man ;eige auch noch, daß 
fn: dle letzteren, das KrelSlnnere e!füllenden Ellipsen der geozn,e-
tmche. (~rt ,?er B,re,~npl1nkte der Kl'el~ des Ra,lillS -1 p uud des }ht· 
tel)lunkte~ '" p, 0., J.t, 
• 
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dargestellt. Ist (u, v) irgendein von 0 verschiedener endlicher 
Punkt der Ebene, so nennt man die durch (1) gegebene Gerade 
wie beim Kreise (S. 23) die "Polm·t' des Punktes (u, v) in bezug 
auf die Kurve: Die Polare eines Brennpunktes insbes(Jndere lil'ißt 
eine "Leitgerade" deI" Kuree. 
Wir bevorzugen bei der Ellipse den Brennpunkt (- e, U), bei 
der Hyperbel (e, 0), benutzen für den ausgewählten Brennpunkt 
die Bezeichnung P und für seine Leitgerade L j letztere ist durch 
a' 
x = =+ - dargestellt und kann durch die 
e 
!n Fig. 64 angegebene Konstruktion ge-
wonnen werden. Handelt es sich nämlich 
z. ß. um die Ellipse, so hat die Tangentt' 
des Berührungspunktes P der Koonlina-
ten - e, p die Gleichung; 
_;Ce+ YP =l 
a' b" 
und schneidet demnach die er-Achse im 
a' Punkte R der Koordinaten - -, 0, in Fig. 64. 
e 
welchem L in der Tat auf der x-Achse senkrec11t steht. 
Das Verhältnis der Exzentrizität e zur Halbachse (/ llt'ißt ,,1/'(-
merische Exzentrkitiit" und werde mit c bezeichnet: 
(2) e =c· 
a ' 
c ist eine endliche positive Zahl, die für eine Ellipse im Intervall 
o < c < 1 liegt und bei einer Hyperbel der Bedingung c > 1 
genügt. Zur Unterscheidung heißt e "lineare l'..):::elllrUliit". 
Der Ahstand eines Ellipsenpunktes (.1', y) \-on L wenle .lurch .,-
bezeichnet, sein zu P gehörender Brenll5trahl aber durch r; dann 
gilt (vgl. die erste Gleichung ,1:, S. 55): 
a= e.r . 
s =;r + e' r = (! --j- (/. 
so daß jeder Ellipsenpunkt die Bedingung: 
(3) r=C8 
erfüllt. Erklären wir sund r entsprechend für t;inell ],eliehigen 
Punkt (.1', y! der Ebrlll' als Abstand 'l"Oll l. bzw. \"(J11 F. s,-,~ilt: 
((= 
s= .. l'+ " , r --- -I \J:+(i~--.II~. 
i:\oll für diesen Punkt die fill'irhung i 3) geltr!!' ~o folgt: 
• .) 0) n : a:; ~ c:!.) ... 
i ;r + e)- _L Ir = ,,- (:r J._ 1 =. r- + :!,.r ,- 1/ - . 
. • . f.' . " 
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woraus sich sofort die Gleichung der Ellipse wieder ergibt, so 
daß auch mtl" die Punkte der Ellipse die Gleichung (3) erfüllen. 
Erklären wir für die HyperbellJunkte sund l' entsprechend, so 
folgt (vgl. die zweite Gleichung (11 S. 58): . 
s = sgn(x) (x -:) J' = sgn(x) (e: - 1/), 
80 daß wiederum die Gleichung (3) zutrifi't. emgekehrt gilt hier 
für einen beliebigen Punkt der Ebene: 
und also führt die Bedingung (3) leicht zlIr Hyperhelgleichung 
zurück. 
Nehmen wir noch die I\nrrnl1pllnkt~erkllirung" .~ = l' der Pa· 
rahel hinzu, so folgt für die Ellipsen (unter Ausschluß df'l' Kreise), 
Parabeln und Hyperbeln: Ist i/l der ]·;/Jr/ll.' rine (;'.'I'ade ], und ein 
nicht auf' ihr liegender Pun7d 1i' lI"9rbcn. so i.'" tl,'/" f/colllelri"c!II> Ort 
allel' Punkte, (ür /felchl' der Radil/svektor I' fon F ZU'/II A/J.qtallde s 
von L im 7:onslantw I"erlui'lflli., /': S = c ste7d, ei/l l{egclsc1mitt 
mit F als Brennpllukl ulld L als ;:'j(fJl'hiiriger Ll'i('/cnrrlen: ,und 
;war liegt eine Ellipse {'iir Ü < c < 1, duc J'arabel (nI' C = 1 lind 
eille Hyperbel (!ir c > 1 'CO/'. 
i§ 38. Die Polargleichung der KegelSChnitte. 
Der Brennpullkt P werde als Pol, der von P ausziehende, von 
der zugehörigen Leitgeraden ], abgewauute 'feil der x-Aehse werde 
als Polarachse gewählt. Im l·'alle der Ellipse Inw. Hyperhpl ist 
der Abstand des Poles P von df'r Leitlinie L gleich: 
p 
= _L_ •. 
e a e c' 
wo JI der Halbpararneter und c die numerische Ex.-.entri.-.Wtt ist. 
Die Angahe gilt aueh für die Parabel, wo (' = 1 ist. 
Ist (I', tt) ein Punkt der Ellipoe oder der Parallel oder des 
7.wisrhen Fund L llindurchziehem1en Zweiges der Hyperbel, so gilt~ 
r 11 
c = S = c + /' cos .[t 
und abo: 
(il 1) /' = 1 - c cos fi . 
So ha.t lllan z. B. für den Hyperbelllunkt P in Fig. 6;,: 
1"1' = /', s = JUJ + Pli = }J + J' ('0, {T. ( C 
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Im Falle der Ellipse und Parabel ist {7 im Intervall 00 <::: {7 < 3600 
variabel und liefert für das einzelne {} das zugehörige r in der 
Gestalt (1), wobei für die Parabel der Anfangswert {t = 0, wie 
es sein muß, r = 00 ergibt, Bei der Hyperbel ist {7 im Intervall: 
(2) 1f < .{t < 3600 _ 11' 2 --.-. - 2 
variabel, und es wird in (1) nur 
erst der eine Hyperbel7.weig dar-
gestellt; 10 bedeutet hierbei den 
"Asymptotenwinkel " (vgl. (1) 
S, 44), und man hat für die 
beiden Asym ptotenrichtllngen 
.fr = :F und ,f} = 3600 - '/(' lNie-
~ 2 
der r = 00, 
AI 
I 
Ist im :FalJe der Hyperbel {7' irgendeine nicht. dem Intervalll:?) 
angehörende Amplitude, so verlängere man den vou der Polar-
achse verschiedenen ScLenkel von {t' rückwliris ühel' F bis zum 
Punkte ]" des anderen Hypel'helzweiges und lwzcichlll' den Ra-
diusvektor FP' mi.t )", Dann gilt (Fig, 6:1): 
r' ',", i ,. , , {t' l' 
c = S = l' (J - t (! =)' eo'3' - (: 
und also: 
-/ _J! __ 1 - c co,; {}' 
1(' If 
Pür die dem InternJJI - ~ < 11 < + 2 angeL,in:udpll Ampli-
tuden 11 wird der VOll (11 gelieferte Wert)' negativ: trli:;/ li/I!!, 
ilidesseil dfll AlJSO!id"'('1'1 r' = r = - r (/1(( da rU'I';,.:IITilll:! 
des lJe/(.'lg!ic!l<iI '''''·clim/;c/,' eOIl [t iilJl/' F Irill(/"." (Olil 1'0/' F '/'(' 
IlU, so gewilillt I/Illliill ( I' , & + 18/ 1°) I/i, P'lI/kI,' Jr,< z'I'/'ilol 
JI./J1lfrbebrcigcs, Lnter Zulassung diesn Tleutullg für 1'1"'<1 "11-
(1) ;',u her,'chnende negative '\Y81'te r habell wir in die.-l'], (~ki· 
ehimg (1) die gemeinslll/lf "Polar,q/,';c/(/{///I" du' il'fild,,f'l!itt. 111;/ 
EiliseM ilß der (!ir c = 0 li/drelulII'1i '{)'eise g-ewulln,·ll. 
S ;\~I, Die allgemeine Gleichung zweiten Grades und ihr 
Verhalten bei Koordinatentransformationell. 
Gnter Beuutzullg rechtwinklig,'r !\c,ordilJatell s<'lm,i!ioll Inr ,li. 
"all!J('l/Ici}/(: (;{,'idil(J/,'1 .:/1'";[",, (;"([11,,,": 
(1) A;r2 + :2 ]1.(!1 + ('11 2 .:. :2 D.r + :!. E!I ...!. F .... ~ (I. 
wobei zur Yen'infacllllng der anfzlIst,:·llelJ'!·'1I FUrlJll'!n ,],.], 1.,/11" 
I\orffizif'nt yon .'·!I mit jJ h"'I.,'iclllJ"j i.-t lInd '"l1~h in ,ti.· 11"'-<11·'-]( 
66 Allgemeine Gleichung zweiten Grades 
Glieder Faktoren 2 aufgenommen wurden. Damit die Gleichung 
(1) wirklich eine Kurve ;:Iaüen Grades darstellt., ist jedenfalls zu 
fordern, daß die dj'ei KOl'tfizienten ...1, B, (J der Glieder zweiten 
Grades nicht zuqleichverscll1t'illllen, 
:\Ian übe die durch x = x' + a, y = y' + b gegebene "Parallel-
verschiebung" der Koordinatenachsen aus und bringe die auf 
/,1/ umgerechnete Gleichung (1) wieder in die geordnete Form 
A' :c'2 + 2 B'x'y' + " . = O. Die Rechnung zeigt, daß sich die 
neuen Koeffizienten ...1', B', ... in den alten ...1, B, ... und den 
a, b so darstellen: 
(2) 
1...1' = ...1, B' = B, C' = C, 
I)' = ...1 a + B b + D, 1!J' = Ba + Cl, + J';, lF' = Aa2 + 2BalJ + (,/,2 + :! Da + 2 J.:b + F. 
:Jlan übe zweitens auf die ursprünglicllen Achsell die durch: 
X = x' cos a - y' sin a, y = x' Sill « + y' cos a 
gegebene "Drehung" der Koordinatenachsen um 0 aus und bringe 
auch hier die auf die x', y' umgereehnete G lpichung (1) wieder 
auf die Gestalt .A'x' 2 + 2 B' x' y' + ' . , = ü. Jetzt stellen sich die 
neuen Koeffizienten in dt'n alten und dem 'Vinkel a so dar: 
A' = ...1 cos"" +:! B eose< sine< + C sin2 {(, 
B' = - ...1 COSel sin« + B (cos2 « - sin 2a) + C sina cosa, (a) 
C" = A 3i])2" - 2 R sina cose< + C cos 2«, 
D' = D C03(( + E sine<, E' = -- D sina + lJ cosa, F' = F. 
Aus den drei ersten Gleichungen (3) leitet man leicht die fol· 
genden ab: 
A' + C' = A + C, 
A' -. C' = (...1 - C) cos 2" + 2B sin 2ft, 
- 2 J{ = (A - C) sin 2 a - 2 B cas 2 IX. 
Dur~h Quadrieren und Addieren der zwei letzten Gleichungen folgt: 
(.1' - (")2 + 41(2 = (...1 - C)2 + 4B2. 
Zieht man hiervon die Gleichung (...1' + C')2 = CA + 0)2 ab und 
ll·ilt die Differenz durch 4, so ergibt sich: 
( -11 
Th auch für die in (2) gegebenen A', B', C' die Gleichung (4) 
gilt und übrigens .ierlp Transformation eines unserer rechtwink· 
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ligen Koordinatens.)steme 1) wieder in ein solches aus einer Par-
allelverschiellUng und einer Drehung' um den X ullpunkt zusam-
mengesetzt werden kann, so folgt: Bei t:'bcrgang zu eihcm ne1lcn 
I'fcldwinkligen System besteht zwischen d, 11 Hellen J(oeffi.:ien/p/I 
.1', B', C' und deJl alten A, B, G sich, die meich/IJ/[! (4): der ll-ert: 
1,5) J=B~-AC 
),//!ibt denl?1ach I,ci Ausführ1lng der l'nmsfol'matioll IIl/.l'o'li'l/dcrlich 
oder "il/variant" uud soll dl'.~lialZ, ((ls "IIi/'ariaJ/te" der Gleich1ml! 
(1) 1/;/1/ drl' durch sie (1llrgestelltl'lI KnlTl' benannt 'lcerd"II, . 
~ 40, Die Kurven zweiten Gradeoa mit nicht-verschwinden· 
der Invariante. 
1st die Invariante ,J deI' Glt'iehull)-i (f) S Ij:) lIir'ht glei,~h 0, 
so gibt es ein unu nur ein sulclH'" :l.ahl8npaal' "" I), daß di!:' I'ar-
allclverschiebnng x = :/ + (I, Y = y' + b eint' t.ransformierte GJei· 
dmug mit wgleieh yel's"bwiudeudcll Ku"ftIzienten D' und E' der 
linearen Glieder ergibt, Damit nämlich 1/ = 0 , };' = () gilt. 
müssen wfolge (2) S, 6<: die a, I; den Gleichullgl'u: 
A (( + B /) = - D, R (/ -1- (,), -_. J.; 
genügen, del'l'll Auflijsullg die ,·jmle1l1iv Lestimmtell. tllllli,'h"11 
Werte liefert: 
(1) {f= UD-BE 
-"j I, = AE-ßlJ, 
,/ 
1)a ll1all die lrtzte f-Heil:buug (2) S, 66 in der (;e,~t:llt: 
F' = a(Aa + BI; -1- D) + /)(H{/ + CI, + r:) -1- DI/ + Rh ...!- F 
,chreibrlJ k,lLlLl, so folgt für die in 1,1) \"dieg~lHl"l1 11, /': 
1e ) (' J l) r _c_ L', cl ]-; - li lJ' " r ]J 'J:;J + j' ,,;) - v "'. ~ l' 
'= (/-,'U '= J' ,J " 
- J, F' = D(B})- eh) -i- FIED - AI., -]- j-',AC - R'I 
fiel' hier rechts auftret0ude AmJrll,'k heil~t di,' ,.Di,l.-r;,o;/i",d," 
iler Glf'ichung (1) S. 65 und werde mit .d bezci,:'hn"t: 
(2) .d = ACF -t-:! 1IDI-: - AE" - CD:! - )-'1;", 
Die ausgpül;te l'al'all('ln'rqlhiplJ\l11~' lid ... rt, \\'''llll ,li" 11,'m·n K ,. 
'\rdinatell glr·i,-,h wj,·<lur .1',," genannt w('nI,'n, als 11';111,j01"1lli.,\':" 
( ; I eiclmng: 
(:1) 1') J' '('" .J 
.' r + 2 ) '!I -;' ,'r ". ,f . 
l' luit der ~. ~ gt'!.!CI.1.'llt' Ynr:--:,"jlrift illll': Ilu' .-\UOt·tlILlJn~· 111'1' rosj. 
tivl·n :\l'h",Plll'i~'l:tlillgell" 
;, 
68 Transformation auf rlie Hauptachsen 
Dieser Gleichung genügt mit dem Punkte (l:, y) stets auch der 
Punkt (- x, - y). Es folgt: Der neue ;Yullpunl.t wnl also der 
Punkt (a, b) im alten J(oonHllatensysl('mist ein "Mittelpunkt" der 
dargestellten KW"ve, Hlld ,zwar 1) der C'in.,i[/I' 111 iltelpuHkt d"l'selbclI. 
Ist A = C und R = 0, so gilt yoraussetzung~gemUß A + 0, 
und wir haben dip, Gleichung: 
( ) 2 <) d 4 J. + y· = Af 
Liegt dieser Fall nicht vor, so gibt es einen unil nnr einen end-
lichen oiler unenillich großen Wert tg 2 «, für weldwn: 
2 B' = = ( A - Cl Hin 2 c, + :2 B <:08 2 C( = I} 
gilt, nlimlü;h: 2lJ 
tg:2 « = A _ (J (5) 
Hieraus berechnen sich vier untereinander um ~lOo dili'erierende 
Winkel IX, so il!tß, abgesehen von Vertauschungen der Koorui-
naten und Änderungen der positiyen A<.:hsenrichtungen, !'in ulld 
nur eil! Achsen!.Teu,z llIit ilcm :Jlittelpunkte als Xullpunkt existiert, 
f'i;1' lre/ehes in der trans{orilliertm Gldl'l/Ul1!1 ,zo' Ko''/'(tzi/:nt B' 
verscll1finllet. 'Wir wlihlen einen unter den vier DrehllugHwinkeln Ci, 
bezeichnen die neuen Achsen als "lIwlptachsw" der Kurve und 
gewinnen als transformierte Gleiehung (wieder in x, y geschrieben): 
(6) A ' 2 + n', ~ _ .J x U!/ - 'J' 
da zufolge der letzten Gleichung (3) S_ 66 l)ei di!t: ~usgeübten 
Drehung das Absolutglipd der Gleichung zweiten Grades unver-
Undert bleibt und die Koeffizienten der linearen Glie(ler nach wie 
vor versehwinden. Pür die Koeffizienten A', C' gilt naeh den 
Rechnungen von S. \i6: 
A' C' = - J, (A' = C')2 = CA - C)~ + 4B2. 
Da J =+= 0 ist und der Fall A = 0, B = () nieht yorlipgen sollte, 
so ist keine der Grrjßen A', C' null, und sie sind voneinander yer-
schieden, 
}~s sei nun erstlieh die Diskriminante Li =+= O. Bei der Glei· 
',hung (6) unterscheiden wir vier Fülle je nach ilem Voneiehcn 
der von 0 ven;ehiedenen Wert e iler Quotien ten ={~",ß" und 
schreiben, um die Plille durch Formeln unter,cheidcn zu können: 
(7) .J 
"LI 
.:I 
C'J 
, 1, w!e die w?itel'e Entwieklung zeigt oder auch leieht au~ der 
"mdeutlgell BeRbmmtheIt der in (1 ') berechll~len \Verte a, I, gd'olgert 
\\'mdllli kanu, 
Kurven 2. Grades mit nicht-verschwindender Invariullte 6fl 
Die Gleichung (6) nimmt entsprechend folgende vier Gestalten 
an, denen wir jeweils eine durch i\luHiplikation der Gleichungen 
(7) mit Rücksicht auf A' C' = - .J leicht herstellbare Darstellung 
von J anfügen: 
x' 
a' 
:c' y' 
ci" - b' = 1, 
a;' ?Je 
- a' + (J' = 1, 
IC' y' 
a' - b' = 1, 
Ll' 
J =, - (('b','" 
. Ll' 
J =c + aib'J" 
Ll' 
J= + a'b'.J" 
. Ll' 
J = -- (I'bi.I'· 
Die letzte Gleichung ist. durch keill rre Hes Wertepaar ;t,!J zu be-
friedigen. Um doch noeh die "i::lpreehweise" beizubehalten, daß sie 
eine Kurve zweiten Grades darstelle, sagt man in diesem Falle, 
die ]{urL'e sei imaginär. Die Diskussion der Gleichung (4), die 
bei A = C, B = 0 eintritt und zufolge (5) und (2) S. 1.)7 auch 
geschrieben werden kann: 
" 2 D'+ E'-AF 
x- + y =.- ---::-i' - -, 
i,t leicht erledigt. Zusammenfassend haben wir den Satz: Silld 
die Invariamte J uild dir Dis7:riminallie L1 /'011 0 I.'crschiedfll, so 
stellt die Gleichung (1) 8. 65 stets einn Hyperuel dar, faUs J> 0 
ist,- gilt indessen J< 0, ohne daß der b,'soildere Fall A = C, 
B = 0 zuti"ifft, so hai man eine 1'011 einem ]{nis;- v!l'sl'l,icdmc 
Ellipse odtr cilleimagilltirc [{un'c zweiten Gl'wles, je l1aclulem 
(A + C)L1 < () ud,,' > 0 i,l. Gilt flu/lieh A. = C, B = 0, ,0 hat 
man einen Kreis t/"ir D~ + };~ - ,,4 F > () /(//({ ,file ili/agillrirc 
KI/rte (Kreis mit imllginiircm Radi/ls) fit D' -;- E" - AF < 0, 
Das Kriterium des Vorzeichfns ,"on (...1 + C)L1 ergibt "ich leicht 
aus den raeichungE'n (7) mit TIül'ksicht auf die S. 66 bewiesene, 
Gleichung A' + C' = .A + C. 
r;;!; zweitens die Diskriminante .d = 0, su ordnen wj)' die l .. ,j 
A =, C, B = 0 eintretende Gleichung 14) der a1!gell1ein~rell (ilei-
chllng (i,) mit ,J < () unter. Die Glpil.'hung 1.6:1 aber kleiden wir 
für ,len vorliegell,l;'ll Fall J = () durch 'Irultiplikati"ll mit ,lf;1lI 
"on 0 verschiedencn Faktor A' in die f~estalt: 
llnd lesen hierans deli :::lac7. ab: J...d ,li" JI/I'(I/'1111/1" J'1= 0, ,nil,-
r(nd die lh-kriminante L1 CCI'8clwi/ld,t. $/, sl,IT! die r;tärlulI/[1 (1 : 
S. 1j5 zwei eil/al/der il/ filit.'llI I'Jld/irlll'il 1',11,1 .. 1" >'dlll' i,lciIIlf Gp· 
rade dar, (aUs J> 0 ist; gilt hing/gclI .] < 0, ,,'0 .<11'111 cli/. Gl'i-
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eineng (1) S. (;.5 nur einen einzigen Punkt dar. Doch sagt ~ilan im 
Anscl!l;tß an die ldzte Gleichung. dir KI/n'c %infallt· in zwei "k(lt!-
jU(liert imaginäre Gerade" mit einem "fcel/rn Schnittpunkte". In 
der Tat ist ja für J < 0 der ~llllpunkt des nonen Systems, dem 
Punkte (a, b) im ursprünglichen System entsprechend, der ein-
zige reelle Punkt, welcher ,hr letzte (~lri~hllng befriedigt. 
§ H_ Die Kurve zweiten Grades mit verschwindender 
Invariante. 
Ist J = 132 - AC = 0, so sintI die Größen ..1, 13, Centweder 
alle von 0 verschieden oder es venchwinucll JJ und dnc der Grö-
ßen ..1, C . . Jedenfalls ist also einer der Koeffizienten A, C nicht 
gleich 0; es sei elu'a A. von () /'CI"'cldcdclIl!IId > 0. 1 ) Aus: 
ACA + C) = ..12 + ]3t > 0 
folgt, daß dann aneh ..1 + C> 0 gilt. Für die niHkriminante Li 
ergibt sich allS (2') S. 67 mit Rüeksicltt auf ..1 C = B2: 
.d = - ..1.];2 + 2IJ·Dl!J - C·D~, 
also durch Multiplikation mit -- ..1 und Ersatz VOll ..1 C durch 
B 2 im letzten Gliede: 
(1) -A.d=(AE-/JD)2. 
Ist nun er;tli~h die Diskriminante L1 + 0 und also auch 
AE - BD 9= 0, so setzen wir zur Abkürzung: 
sgn (A l!J - B D) = c 
und folgern aus (1): 
(2) AJ.;-B))=q/-..1L1, 
wo die Wurzel positiv zu mhmen isj. 
jIan drehe jetzt das Koordinatenkreuz um dAn durch: 
'} /i-
sin c< = - c / A-+C' B 1/ .1 COg c( = , X V ~:f+ () 
mit positiv genommener Wurzel gegebenen Winkel Ci 2) und fin-
det für die transformierte (+leichung: 
..1' = 0, B' = 0, C' = A + C, J/ = __ ll~~}~, }" =}'. 
1 j ~st .1 = 0, C=\:O, s.o gehe man vermöge der" Drehuug" x = - y', 
!I.,:~ x d('r, _\.ehscn zu einer Gleichung mit .1' 9= O. I~t A< 0, 80 g~­
n;lgt cl',r Zu.atz des Faktors - 1 zur Gleichung (1) S. 65, um dIe 
." oraussetzung rIes Textes zu erfüllen. . 
. 2) Man über,~uge sich, daß die Summe der Quadrate der bei~en 
III den letzten GleIChungen rechts stehenden "reellen" Zahlen gleich liSt. 
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Die erste und fünfte Gleichung folgen aus (3) S. 66; die zlYeitf' 
und dritte folgen aus der Invarianz von (ll"-AO) und I,A + Cl; 
endlich ist die vierte Gleichung, in der die Qnadratwurzel positiv 
zu nehmen ist, mit Benutzung von (2) leicht aus dem unter (3) 
S, 66 für D' gegebenen Ausdruck zu entnehmen. Die transfor-
mierte Gleichung (sogleich wieder in ,r, y geschrieben) hat hier-
nach die Gestalt: 
(:{) CA. + O)y2_ 2-VA+4rX + 2E'y + F = O. 
Zur Abkürzung setze man: 
E' 
-:1 +-(! = b, 
wobei p > 0 gilt; weiter berechne man a aus: 
b2_X~c=-'2a!l. 
Die durch (.1. + C) geteilte Gleichung (3) nimmt die Form an: 
(y - b)2 = 2p(x - 0) 
und geht durch die Parallelverscbiebung x = x' + 11, !I = y' + /1 in 
y'2 = 2px' 
über: Die Glcich1l/lg (1) S. (i5 mit I'crschU'illdmder TIl/'ari'II;fI' .f. 
aber nirld-rert'clilcilldender Diskriminante Li stellt filii' Pi/mb>:! dlli", 
Ist zweitens Li = 0, so multipliziere man die (jleithung (1) ~, ti.-, 
mit der positivC'n Z"hl A, ersetze im drittpll Gliede AC rl1lr("h 
B 2 und im fünften Gliede das Produkt A F (lurch das ,\\'cgf'1l 
d = 0) ihm gleichp Produkt R JJ, Die I ;lci,'hn!l)! i 1, S t;'-, 
schreiht sich <lann: 
(Ax + B,I/r + :21)(..1,1' -r- lJ!f! .:.. A F O~ 1), 
(Ax + R!I + D)" - {j)J - AFI = 11, 
so daß ihre lillke Sf·ite in das 1'l'o!lllkt zlyei"r lill,'arer )-';,);1<':, li 
spaltbar ist: 
(Ax+By+D+ rj):l-Al·'d~i.r-;- BI/~ ll-l H- Al' = I). 
1.<t .r = 11 ((lid ,1 = 0,811 sl,.zU d;!' r;/ric1I I()I!/ i 1 .', I;:~ :/1',; 1"11'-
alleli' (;cmde nder filiI' .. r!0l'l"·lt .'I,':'ii'!!I'" r;, !"lIli, (:1" i ~",'Iliillii' 1'-
t,dlcl1rl,' G(}'(/di'l rial'. n,l!'r sie i,,/ ,/urr'li 1," il'(1! /'I-,I/"i r,,,,/:I _ '{ 
be{ril'digc/I, jf I/IUhrlUiI (A + () /'1!j"(1II8!!I',"{:t) D" :I F> " ",)1'( 
= 0 nrll'/' < 0 i,,/. TI/I /1'1:11/1 F"III' ""!I-' ,nil!' '''1,11, (iI, lid'l"! :,,'-
{allp in ~In'i pandlele "itllflflinrirl' (TNllr!. "_ 
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Kap. Y. Einige bei einfachen Mechanismen auftretende 
Kurven. 
§ 42. Begriff der Gleitkurven und Beispiel der Ellipsen. 
Eine gerade Strecke AB soll sich in der Ebene so bewegen, 
daß ihre Endpunkte A, B an zwei fest gegelJenen Kurven ent-
lang gleiten. Ein belieb'igcl' 1'1.l1ll.'t P tlel' Str('ckc beschreibt dabei 
,..----...-------.-~~ ('inc J(UITC, 'Icdche ·man als 
( A '  "Gleilkurve" k,l"idmet; die bei-
\ ~a '\ dm gegebeneil 111rt'um, lr/ngs 
( B' 3:'___ h \ de~n, rnijgl'll die .,,]JUll11kll/,ven" '~ , P drTm die 1'11 nl.·f(· A, B wan-
'b 0 BI helßel1. \ I Der einfachste Fall ist der, 
) P --- J daß die heiden llahnkurven 
",.a Z.t/'Ci einander srnkrecht_~clme.i-L' \. (.lende Gerade siml. \'hrd dIe \ A' _______ Strecke AB durch den Punkt 
_. -~~ !' welcher die Gleitkurve be-
Fig_ 66. ' b 'd 
schreiben soll, in die e1 en 
Teilstrecken Al> = (I, Bi' = b zerlegt, so gilt der durch Fig,66 
näher erläuterte Satz: Die dltl'cli den Punkt P beschriebene meit-
kurve i"t die Ellipse der Hauptachsen 2a !llld 2b, die auf den 
beiden Bahngeraden gPleg/'n sind. Wählt man nämlich die heiden 
Bahngeraden zu Koordinatenachsen, so folgt aus l"ig. 6H, in wel-
cher zwei Lagen AB und A' B' der gllJitenden Geraden tixiert sind, 
für die Koordinaten x, ?J des Punktes P: 
O(/=i x , (JB=+Vb2 - y2, Ixl:Vbs--!12 =a:b; 
alls dieser Proportion aber entnimmt man für :l.', y sofort die Glei-
r~--'---~l chung der fraglichen Ellipse .. 
,I I Zu einelll iihnlichen Er"C1'ebnlS 
,; p' gelangt man, wenn der Punkt P 
" "'" ~~ I aufderVerlällgerungderStreeke 
--<J, -~, .. ~,~, r.:o ' .. · _eo-!I-:...::._ .Jp--1,\ AB etwa übel' B hinaus ge-
'"'---' , leglo'n ist. Setzt 111(/1/ wrl'1l jetzt 
_I \ A P = rl,-BP = b, so beschreibt 
\/ . da ]ll/IIU P 'wieder ,Iic Ellip.'" 
-,-.. --------- ;'~;j-6_;-----------.J rlCI' Hallptachsen 2 a lind 2 b, die 
.. ,_ (tuf' deli Balmgel'lldt,tI !Jl'le!lfll 
sill 11 . • 1118 bg. \j I entnimmt mall nämlich: 
BQ = + Vb 2 -- y2, OB = I x! --- Vb 2 ~ ?J~, 
\\'l)rau1' die l'nlportioll 0 B : BQ = .Ä B : B P oder 
Erkhirung des SchubkurbelmechanismuB 
(i xl -- Vb~ -=- y2) : Vii2 ~-?l = Ca - b) : b 
8i'D€Ut zur Gleichung der Ellipse zurückführt, 
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Auf die abgeleiteten Sätze gründet sich die Konstruktion der 
bekannten "Ellipsell7.irkel" oder "Ellipsographen", 
\i 43, Gleitkurven vierten Grades beim Schubkurbel-
mechanismus. 
Der Endpunkt, A der Strecke AR gleite auf einem Krei,e, der 
Endpunkt B auf einer durch den Kreismittelpunkt ~iehenden Ge-
raden. Der Radius des Kreises sei gleich ai die gleitende Streck~ 
AB werde durch den Punkt P, der die zu untersuchende I~lcit­
kurve beschreiben soll, in die Teilstrecken AP = bund B P = I' 
geteilt, 
Die hier in Betracht kommende Bewegung wird durch den 
"Schubkurbelmechanismus" der Maschinentechnik verwirklicht. Ist 
Fig. j)~. 
Ill>tlieh die Linge (b -+- 1') 1]"1' Sll'l,,'h AI! gl'iil.kr ab ,1,'r Hadius/I, 
so liegen dip in Fit;'- tiS skiuierten Y tl'hlilt1\i~s,' yur. nie .. l\mbe!" 
0..1 der Llingr 0...1 = (( d~nke ll1an sich ab pine um () in der 
Ehelw drehbar\) Stangp; illl Endpunkt" A dersdl'811 ist mittf'<b 
eines (~el"ll ke,; die "SdmLstunge" ..1 B cl,,1' Lilli!" Aß b + ,. 
angelIiingt, deren zweiter Endpunkt H, J"l' .,Iikit.plltlkt" Illa~ 
,.(;!,'ittitück") liings der Geraden () {I H'l'sdliehkn ist. \\";ich"t cl,'r 
"Kllrhelwinkpl" l} = ..lOB \"(H1 0° his ;\,;11°, SII 1)(''''']]1'('il,j der 
I.;teit.pllnkt ]) dil' stark l1usgezo'C'PIlP Strel'l,,· jlC der !lahn" 
gr'r:vlpn \'Oll 1J his C 11l11.] zl.lriiek. Dip ,-!llIl I'unkt" I' lWS")lriphplll' 
I-aeit.kur\'l-' hat, wil' rig, GH 1.1'igL pille (";lle n""talt und hat tli" 
Bahllfterade znr Snullletri"linil'. De~ Fall b + (' '< (/ erliillh:rt Fig. li~l_ Ih,'r ;:lf'itd ']PI' Pllnkt A 
nnt' IHng' dps mit 1'; F bpz,'ichnetpll I\r>'i~;})ugpus, der im Hahn 
geraden symmetrisch i;;t ulld d~r S"i.m., I;F =0 :!, /) -;- ,) entspricht; 
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der andere Endpunkt B der gleitenden Strecke ist in dem wieder 
dureh CD bezeichneten Intervall der Bahngeraden beweglich. Die 
vom Punkte P beschriehene Gleitkurve hat (Fig. 69) eine sichel-
f6rmige Gestalt und wird wieder durch die Bahngerade in zwei 
symmetrische Hälften zerlegt. 
Um die vom Punkte P beschriebene Gleitkurve analytisch zu 
unt.ersuchen, wählen wir den Kreismittelpunkt 0 zum Nullpunkt 
und die Bahngerade 0 D zur positiven x-Achse eines reehtwink-
ligen Koordinatensystems, vorübergehenu auch () als Pol und OD 
als Achse für Polarkoordinaten. Der Punkt A hahe die Polarkoor-
dinaten a,'& und also die reehtwinkligcn a cos.& und a sin .&. 
Der Punkt B liegt auf der x-Achse und ha he die Allszisse xo; da 
ÄB = b + c gilt, so ist nach (2) S. 7: 
(1) 
(l'o - a cos &)1 + a2 sin2.& = (b + (.)2, 
xQ = a cos .& ± Y(b + (~)2 -'::-;2-sin2{).. 
Der Punkt P der Koordinaten x, y teilt die Strecke AB im Ver-
hältnis b : c, so daß zufolge (8) S. 9: 
bx" + ac CDS {j 
;:C = Z;--t c -- . !lC sin {j !/ = . b+c 
gilt. Trägt man den in (1) gegebenen Wert .~·o in die erste dieser 
Hleichungen ein, 80 folgt: 
(/J + c):r = (I(b + c) cos {} == b V(b + c)S - a" sin! {} 
und also unter wiederholt er Benutzung der zweiten Oleiehung (2): 
cx =1= b Y~if=- !/2= ac ros {}, 
(3) (ex =+= /) Yc' ~y2l = alc! _ (b + C)2 y2. 
Untersuchung der Gleitkur,e 4. Grades 7fi 
Isoliert man nach Ausrechnung des Quadrats linker Hand das 
einzige noch auftretende irrationale Glied auf der pinen Seite der 
Gleichung und quadriert nochmals, so entsteht eine durchweg ra-
tionale Gleichung vierten Grades in x und I!, die ührigells nur dip 
Quadrate der Koordinaten enthält. 
Will man die Gleitkurve auf ('hund ihrer Gleichung diskuti.eren, 
so setze man die letztere in die Gestalt 1): 
(4) c;c = ± b Yc2-='" y2 ± Ya2cl!~_ (b+C)2y2. 
Soll x reell ausfallen, so muß, je nachdem b + C > I1 (Fig. 68) 
oder< a (:B'ig. 69) ist, y den Ungleichungen: 
genügen, und man erhält für jede" y im Innern des Intet'valls vi,>r 
paarweise entgegengesetzte "\Yerte VOll x. Für die Gleichheitszeichen 
in (5) ergeben sich, wie Illan leicht erkennt, in Figg. 68 und 6 D 
die höchsten und tiefsten Punkte der Gleitkurvcll. Dir' h, tmchMI' 
Km'vr vierten Grades besieht (WS :ll'ci be::iiglic7, ({"I' v-Achse 611-
ander symmetrischen ,qeschlossenen "Kio·ven"iif/m". derlll .leder die 
x-Achse als 6!/mlJletrielinic hai; der link;;liegende Kurvenzug ist 
in den Figuren etwas feiner ausgezogen. Der KUl'b(\lm~chanismus 
liefert bei der gewiihlten Anordnung 2) den rechtsliegenden Kun'en-
zug als die vom Punkte P beschriebene Gleitkurn. 
In dem bisher ausgeschlossenen tbergangsfalle b + C = Il setze 
man die Gleichung (41 in die (;estalt S): 
(6) 
Hieraus IH'rrclmet man leicht: 
( 7) 0 . " od"r ,r' .'1 ~ ~r'"' + .'r -' r;- 1:2 b , ce I -, ( 
je nachdem in (6) recht~r Hand im rr,ten \:;[i<:'ll" das unter.' ll.!. r 
obne Zeicllf:ll gilt. Im Falle /J -+- G = a ~fI"!;11/f '/;" 11"1/'", rial'lI 
(: rrlrles ill eilli' Elli}i.,·c )/lid tilll'll die Icl;;II'I"" in deli S, ;',:il, !l"Ii'/:I, ii 
der klciwil Ac/Fe bcri;ltroukn [\ni". (~eonil'tri"'h iST •. 1i •. , Erg.,),· 
nis dnlenchh'nd: Ycrliillgert llllltt nämlich AB iiLr.'r .t hin~ll'; hi, 
11 Rechter Hand kotnu1t'n alle vier Zeich~llkc)lllbitJati"lJI'n n;r 
(;eltung. 
2) "YaWrlich gelalJgt. Ulan ZUllt aacieren KurH'lI!.\;:.'"". w,·nu wau 
durch Cndngerl1ng de . ..: ;.lt·\'hani5111u~ den (;!~ ;tII1l1l1~i auf ,11'-' llt;!ari\ t' 
.l>~~chse \·eri(~gt. )[an uf'ill"i:te. da!) d; •. ' analytisd;j' HC1'l!null:.! ~'l:~ , eid,· 
Anordnungeu ~ilt, insofern ;"ihct' da:-: r(lrZpiVilen Ijl:l' n~it ,1',) bt:iPlflt 
neten KoordilJate des Punkte, lJ k"inc ].t:'s'Jnd'>rc \. orall,set7.ung- "". 
macht wurde'. 
3) Es sind wieder alle vier ZeicheDkoUlbinatioDf'n zUZllL.sSl'n. 
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zum Punkte (:; der y-Achse, so ist die Verlängerung AC; = b + c = a, 
und die Strecke B G vollführt die in § 42 betrachtete Gleitbewe-
gung, bei welcher der PunktP eine Ellipse beschreibt. Hinzu kommt 
für den Fall der Koinzidenz der Schubstange mit der Kurbel 
noch eine einfache Drehung um 0, bei der 1J auf der Bahngeraden 
im Punkte 0 festliegt und A den Bahnkreis beschreibt. Diese Be· 
wegung liefert den Kreis (7). 
§ 44. Gleitkurven sechsten Grades beim Kurbol-
mechanismus. 
Die Endpunkte der Strecke AB sollen sich jetzt beide auf 
Kreisen bewegen, die nicht kOllzentri~ch seien. Diese Bahnkreise 
mögen die Mittelpunkte 0 und 0' und die Radien VA = a, 0' R = b 
Fig. 70. 
haben. Durch uen Punkt. P werde die Strecke AB 1Il die Teil-
Rh-ecken Al' = c, BI' = d geteilt. 
Die hier vorliegende Bew,,-gung der Strecke AB ist im "Kurbel-
mechanismus" \·erwirklicht. "Vir denken die "K urbeln" 6~{ und 0' B 
um () und 0' drehbar und häugen in den Endpunkten A und R 
die al~ "Kopp~l" bezeichnet,8 Strecke .A B mit (,elenken ein. 1) Der 
Kllrbclllle(;halllStllll~ hat, seItdem er in dem bekannten I Vottschen 
PfLrallelogramm zum erstenmHlc auftrat, in der l\taschinentechnik 
l):\[o~ldle oolcher Mechanismen kann man .ich leicht aus je <lrei 
Papp.,treIfen h,;tstellell, die m~n mit Stecknadeln bei .A und B in 
Helenken nrl,indet und bei () und ()' au(' dem Reißbrett fixiert. -'fit 
solchen Modelleu oind die in E'ig. 70 ff. angegebenen Kurven gezeichnet. 
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die vielfältigste Verwendung gefunden. Zu Ebren von lYalt nennt 
man die von einem Punkte P der Koppel beschriebene Kurve auch 
eine I' lYaltsche Kurve". 
/--------""--------"~""-~"-"---~-" ( '"--~~ '\ 
I 
\ 
'~-"------
];ig. 71. 
In Fig. 70tf. sind einige Gleitkul'ven dieser Art. gezeiclm~t, aus 
denen die Verschiedenartigkeit ihrer Gestalten hen"orgellt. Die 
Bahnkl'eise sind 
in den Figuren 
70 bis 72 inso" 
weit angegeben, 
als sie von dell 
Punktell .cl llIllI 
B tatstiehlich be-
schrieben wer" 
den. 1m Fallt' 
der Fig. 70 be-
steht die ge-
samte \Vatbche 
Kurve aus zwei 
getrenntpn }( ur-
venzügell; der 
.\Iechanismus 
beschreibt (im 
Gegen sa tz zu 
den in Figg" 71 \lud 72 Y(JrliegfJlll"ll \"pr!J,i!tlliSS"lll h.'i ,h'IJ",'r 
DurchlanCullg st'incr LlllC",'n nur rnit ,I"'ll "illl'll in tIpr Fil'lIr ,I iirhr 
ht:rYOr"pJlOl>~lH'll 1\1Irn'~zlIg lInd IIIUß, 11")l1l m:1,: d")l :llid"\""1l ,,'. . 
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Zug gewinnen will, unter vorübergehender Lösung eines Gelenkes 
nach unten verlegt werden (s. die Anordnung () .11" B" 0' in 
Fig.70). 
Zur analytischen Behandlung der vorliegenden Uleitkunc führe 
man ein rechtwinkliues Koordinatensystem mit () als ~ullpunkt 
und 00' ah positi\'e~ x-Achse ein, in'welchelIl l' uie Koordinaten 
x, y habe 1). Dancbtm gebrauclleu wir vorübergehend ein l.weites 
System mit (/ als Xullpunkt. unu ein drittes bewegliches System 
mit A als ~ ullpunkt, wobei tlie Achsen dieser heiden Systeme 
denen des ersten parallel und gleichgerichtet sein sollen. Auch 
die drei zugehi;rigen Systeml' von Polarkooruinaten ziehen wir 
heran; dabei soll der 1'01 des Zll "eiuem recht.winkligen System 
gehörenden" Polarkoordinatensystems dcl' X ullpllllkt' des recht· 
winkligen SysÜJlns sein, während dit~ l'oLll'at'hse mit. der ptJ~itiven 
x-Achse zusammenfalle ((1) S. 'l). 
Die Amplitude VOll A im erstpn tlystem hei ße (P, diejenige von 
B iru zweiten System sei 'i' (in Fig. ,0 <J.ug'pgplJPn), lind endlich 
werde die gemeinsame Alilplitude VOll P und B im ,1ritten Syst"JIl X 
genannt. DlI A im ersten Syst~1lI Jie let'btwinkligen Koordinaten 
a ros rp, a sin r:p hat, dem Punkt.e l' (mit den KoonHllaten x, Y 
iltl ersten System) im SystellJ8 des Kullpunktes A aber dir recht· 
winkligen Koordinatt'll c eos Z, c sill Z zukommen, so folgt auS den 
Formeln i l) S. :) für die l'amllelversdüebung der Ach"üll: 
( 1 ) a co, r:p = ,,' - " ('os 7., (/ Sill r:p = /1 - ,. sill z. 
Nennt lIIUll tli," Entfernung 00' kurz c, so lassen sich die recht· 
winkligen l<oordinaten VOll R im ersten Sydcml: wiedcr mit Be-
nlltzung VOll (1) R.:) in dip Gestalt /: + U cos 1/', U sin 1/' kleiden. 
Wiederholen wir demna~h die soehen für P am geführte Überlegung 
für den Punkt B, dessen rechtwinklige Koordinaten im dritten 
System (c + d) cos X, Ce + cl) sin X sind, so folgt: 
(l cos rp = e + b cos1/' -- (c + cl) cos X , 
(/ sin rp = /, sin 1~ - (e + cl) sill X 
IIIld also tllll't'h Suhtraktion der GleicllUllrr"n (1) \'on diesen Glei· 
dlllUgen: b , 
('-')') + d b :r - (' Cu:; Z = t081!'. .'1 + cl sin Z = /, sin~'. 
"~\l!i ,lcn ~ier (:leiehungl'n (1) und (:!'i entstr'!Jt durch .Elirui-
natltlll der \\ mkel rp, 1(', 7. die für x, y gültige l:leichung der Gleit· 
kurve. Zur AIJkiirzung der Gleiehungen schrriLe mall: 
1; Man ;.uu.,;he ~i:h ,:ic folgl'lHlen Angal,cn etwa an Fig. 70 an-
,chauheL: ulmg,·llS Ist die Entwicklull" ~tJ an"el .. O't daß .,i" in je,leJll Falle gültig d. - ""'0 , 
Wattsche Kurvt) sechsten Grades 
,lc (x2+ y~- a'+ c2) = F(x, y), 
1 
2d«x-e)2+ y2-b2+d ll) = G(X,!I), 
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so daß Fund G zwei Ausdrücke zweiten Graues in ,r und y sinu. 
Durch Quadrieren und Addition der Gleichungen (1) und sotlann 
der Gleichungen (2) folgt: 
x cos X + Y sin X = P, c cos X - x cos X - y sin X = r; 
und also weiter: 
ey cos X = y(P+ G), ey sin X = - (x- e)F - :1.(;. 
Die Elimination von X liefert endlich: 
(3) y2(B' + G)2 + ((;t - elF + .1" (1)2 - e2!J" = 0 
ou er in etwas anderer Gestalt: 
(4) (X2+y2)~1<'+ G)2_ 2ex.F(F+ G) + e2(p2_ y 2) = 0 
eine Gleichung, die in x, y vom sechsten Grade ist und y nur in 
geraden Potenzen enthält. Damit erhalten wir das Ergebnis: Dil' 
als" lVattsche Kurve" bezeiclmele, ro-m PUI/kle P des KUl"belmel"llfl-
nislIIlIs gelieferte aleitku/"lJe ist ·wm sechten Gmclc ul/d !tat die 
Vel·bindungsgemde der beiden KreismittelpuJ/ldl' () IIml 0' ;,11· 
8ymmeil·ielinie. 
Ein bemerkenswerter Spezialfall tritt ein, wenn das Viere~k 
GABO' ein Parallelogramm ist und P als )'fittelpunkt der Koppel 
gewählt wird, d. h. also wenn a = b. 2c = '2d = c gilt. ~lan üllt' 
in diesem Falle die durch: 
j. = x' + e !J = 1/ 
2 ' . 
gegebene Paralleh·erschiehung der Aeh~ell au,;, ~u lhß der neue 
Nullpunkt der }Iittelpunkt der :-;tre~h 0 U wiru. Gnt!'!" Benutzuug 
der Abkürzung: 
/" + !I'~_ a~ = (J. _ ~)t + y2 - a~ = H(J', .11'. 
erifibt ~ich sofort: 
eF= J! + I'X, ea = ll--I.'.i -:- ,". 
I'(F+U)='"2II+c2, ,.(F-/;l='"2/J·. 
1:(!x-c)F+.rf:j=I·/(F+Gl-- ~- j-"-(;i :!..,'lf, 
SI) daß die GleidlUllg (.'l) d~r nh,irkurn lllll·h :I!nltiplikatillil !nil " 
llnd Divisioll .lnreh ·1 jf't7.t in: 
,./2+ !/~Ill:! + ,:!//' lf - 1I 
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oder ausführlich geschrieben in: 
(:/2 + y'2_ ( 2) {(X'2+ y'2)2 _ a2x'2 + (c2_ a2) !/2) = 0 
übergeht. Ist das Viereck OABO' ein Parallelogramm, so zerfällt 
tlie durch den JJIittelpunkt P der J(0lJpcl AB Z,escll1'iebclle Glei/kurve 
~~--_~_ in deli l(reis des 
I A \ P B ------\ Radius a um den 
\ : neuen Nullpu'nkt, \ \ ' \',,- I d. i. df'l! JJfittelp-unkt 
\ -1 A ,.~! deI' Basis 0 ()' und 
\ \ eine dlll'c7/: 
./ \ \ (f» V'2+ y'2)2_ \, /' \ /" .),~ (') 2)'2 \ 0------ --"'\ p-" ---70-'- ---, a-,: - + e--a y 
\ ~ I. =0 
I \ \ / / 
i ' \;/ I 
~ B'l.. _--- ____ ) 
-----._-~ .... 
}'ig. 78. 
fjeg,'bfllC lü, I'fevier-
Im Grades, welche 
di,! '/leuen Achsen ßII 
Symmetrielillicnltat. 
Die Kurve vier-
ten Grades berührt 
den Kreis von innen 
in deu heiden Scbnitt-
punkten des letzteren 
mi t der ,/ - Achse und 
hat, falls a < c ist, 
die in Fig. 73 gezeich" 
nete schleifenfönnige 
Gestalt, für a > C 
aber die in Fig. 74 an-
gegebene Form; end" 
lich für a = e zerflillt 
. sie in zwei Kreise, die 
~ die y'- Achse im ~ ull" "'A' punkte berühren. Für 
/
1 den Fall e = aV2 
__________ ...----- gelangt man zu der 
------F>~-------------- als "Lcmnislwie" be" 
19. 4.. nannüm Kur,e. 
Bezeichn.en wir mit r, 17 die zu den neuen ./, y' "geharenden" 
Polal'kool'dmaten, so gilt x' = r cos17 y' = I' sin-lt und lllan er" h~lt als Polargleichung des durch (5) dargestellte;l Bestandteils 
Vierten Grades der Gleitkurve: 
(6) j"2=(t2-I,esin2-lt. 
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Hieraus folgt leicht, daß die fragliche Kurve vierten Grades in 
naher Beziehung zu den Kegelschnitten steht. Cbt man nämlich 
die S_ 25 erklärte Transformation der "Inversion" um Kreise ,les 
Radius a um den neuen Nullpunkt aus, ,~o geht tlpr PUllkt 1 r, ·tt) 
in den dnreh: 
a' 
I' -- r" 
gegebenen Punkt (r', {}') üher. Die Gleichung (6) geht dabei in: 
oder bei Wiedereinführung der rechtwinkligen Koordina tt'n /, 1/ i ll: 
(7) 
a' 
(e' ,- a') y" = 1 
(l.-l 
über: DI/fch Inversioll der ]{lIn',' (5) aiil Kl'li81' des Radiils a um 
den nl'uen Nullptl-llJ.-t cd,altrn I/'il' SO/ilit liir " > a lillc HYl'er&d, 
für e< a eille Ellipse, 'Il'/!bri III/filial 00' l·iM lfaill'tacl/H d(ll'-
stellt; im tbergallg,;{allc e = a hat lIIall I·ill (';,-rallrllpaar. I/i/IJ/-
lieh das ;mr Ordinrrtrlwchsc j!a 1'11 li,.!,· l'an,'l"ntmpa l lr df" Krd,"·.< 
'vo'1n Radius a. 
§ Mi. Inveraoren und Geradführungen, 
~fan denke sich die Seit0n AB = (I, Be = 1;, (' j) = I', 
DA = d eines ebenen Vierecks ab Stäbe, die in den E,:kell 
A, B, C, D durch Ge-
lenke aneinandpl" ge-
lHlIlllpll ,iIll1. ~[ittel,; / 
solcher "Gell'nkvier-
e"ke" lass"tl sich 
Mechanismen, soge-
nannte ,.In~·ersorel1", 
herstellen, welche elie 
S. 2;"i erklärte ulll1 
ebell wieder herange-
zogene Transforma-
.---
tion der "Inversion" I.. -,~_.----'--
an einem Kreise zeit'h-
llerisch ausführen, 
Ei 
(' 
e 
Bei dem VOll llarl ,lllgl'gcJ1l'nen ln\"f'r~()r geht man \'I\ll <'111'"111 
l'aral!C!OP'nlllllll aus, sptzt al;;o C ",' 11, rI = I,. 1I1Id lI,'lin\,' 'I > I, 
an. Das "(lelenkpar~IleIogramll\ .1 lU' /! hrin,:" IlllllI ",dann ;1' 
die aun'l! Fig·. 75 allg"l'g'l'b"1l8 "Über.,,,hln"i'nc" I ,,',;talt, l)t'i ';,,1' 
abo di.-. Eeken<lnordnllnf!" "lU RC "i" AIltil,arallf.J"gral1llll lii'!'·'-t. 
ti 
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Die beiden parallelen Seiten AC = e, B D = f' des letzteren ge-
nügen nach emem bekannten Elernentarsatze der Gleichung 1): 
(1) 
Parallel zu den Seiten e und f lege man nun die Transversale 
0, P, p', Q durch das Gelenkviereck und setze zur Abkürzung: 
AO: b = Al': a ~ A, 01' = r, 01" = P(2 0= 1.'. 
Dann folgt leicht aus Ahnlichkeitshetl"achtungen: 
r : f' = )., 1.' : e = 1 - .l. 
und also mit Benutzung von (1): 
1'1"'= !.(l-A)ef'= 1.(1-).)«([2-1)2). 
~Ian uenke nun dCll Punkt 0 der Seite AD des Gfllenkvierecks 
in der Ebene fest. Alle uann noch llliiglil:hen Lagen des Vierecks 
sichern dt'm Punkt P freie Beweglichkeit in einem lCl-eisring um 
o vom Inuenradius A P - A 0 = (a - b) 1 und vom .\ ußeuradius 
(a + b)!.. Setzt mau abkürzend + lh (1 - J:Het 2 ~b25 = (I, so 
folgt r/ = r/ und damit der Satz: Beschreibt P ir[Jcndeine in 
jenem K/"('isril![J !Jelegel/I; Fi!/ur. so hcscln'eibt p' die zn ihr bezüg-
I i ei/ ries J(rdscs vom Radi/tB (! 1(/11. 0 ilircrsc Figur. 
Der von pC(IIl('ellier konstmiArte 1nve1'501' (.Fig. 7()) besteht im 
weöentlichen au,; einem Gelf'nkrhomhus A n CD (le1' Reitenlänge 
/ ((, ilessen zwei Gegen-
R ecken Bund D auf der 
·0 
. I , , 
\. ) 
Periphprie eines Krei-
ses VOll einem Hadius 
I) > ct beweglich sind. 
l)je Bew,eglichkeit von 
11 und D auf dieser 
PeripheriE' wird einfach 
dadurch hergestellt, 
daß man zwei um den 
Kreismittelpunkt () 
drehbare Stäbe der 
Länge I, in die RhoJll-
bnserken dUl"l:h Ge-
- -----·--___ .--L-.. ------ __ ) 
Fig, 76. 
Ipll~e einhängt (Fig_ 76), Aus der Betrachtung gleichschenkliger 
l>rt'wcke ülH'r der genwinsamen Basis B D erkennt man, daß 0, 
.1 un(l C auf r-iwr Geraden gelegen sind. Setzt man die halbe 
1) Ist niirnlirh " der senkrechte Abstand der Seiten AC unu RD, 
,-,. g-ilt c = la' -11' ~ Vb' - 11', f= y'a'·- h' - Vb'-~ h' worau~ 
ui" Gleichung (1) folgt. ' 
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Rhombusdiagonale BE = hund sehreibt abkürzend 0.1 = r, 
00= t!, so gilt: 
l' = OE - AE ~~ "VIii=- It~-Y a2 ~~~, 
r' ~ iJj;; + EO = yu2~-/~2 + Ya 2. - h~, 
woraus siclt ergibt r . r' = 1)2 - (1". Schreiben wir demJUH'h 
+ Yb 2 - a,2 = (I, so gilt wieder 1'· r' = (l2. 
Der Punkt A ist hier zunliebst in .. inelll Kreisring um () mit 
dem Innenradius (b - (I) und dem Außenradius Cu + (I) beweg-
lich. Denkt man indessen in A und (' Schreibstifte angebracht, 
die ein I1inwegschiehen der Sp,iten AB ulld AD über die Seiten 
(' Bund CD des Rhombus verhindern, so ist A nur noch in 
einem Kreisrillg um 0 mit dem IIlJlenra(lius (b ~ a) und dem 
Außenradius (I = yli2 - (l2 beweglich. Besehreil)! A il/ rlil'.<r/11 
Bereiche ü'gcllrleine Figur, 80 ;I'icl/llet .: II/tilw' r ' r' = (I' do' 1'11111:1 
() die be;iiglich des Kreises (!im Rwlius fJ = V/,2 - a~ illi'(rSC 
Figur, 
Beschreibt (kt, Funkt l' in Fig. 7;; bzw, der Punkt. _1 in Fig. 76 
<,inen durch 0 hindurehlaufendt·n Kreis. so lwschreiht lIach einem 
S. 25 aufgestellten Satzo der inverse I't~nkt p' In\\'. C eine Gel'a<1e. 
»[an kann der/mach dif IJ/nrsorell d//l-ch Z,(.'n!: t'iil('.'INill/·(·ii 
Stabes zu sogen(1/11ztcn ,.(;, radliihnrllgu/' tW5grs!a!t'I(. Fig. 71), in 
welcher der um den f('stell Punkt fY dn·llbarr 8t8h 0',,4 (- OfJ'l 
mit einem nrlenke in A eillt!"hiingt ist, rrliiutcl't dip". 
$:\16. Begriff der RoUknrven nebst Beispielen. 
Es ,;;;ien in rlcr Ehpllf' "in<! re.'b· HIl'.l "in, !"·\\'·f.'"lil'llt· Klln',-' 
gegeben, deren ld/tcrr die f'l',tl'l"e l,crühr,-.n solL \lan ,tdl,· ,ich 
vor, daß die /JI'ir'i!lil'l!c Kiln;/, liliigs ,I, r ((",lI'!! ,,1'1,,- ~II !llri/!I' 1/1.-
!/crollt wird: lrgcndein 1'1111kt der llcIYP",liel!pn I\nrH' }ws"hrri1f\ 
dahei eiw Linie, die \\"ir als ,'i(l[' "Rollkilrre" !.cfpiehncll. 
Ist erstlich ,Iio bf'wcglil'll') l\urw .:-inr (;tr,(,f,. und ab" ,·jw· 
Tangente der festen Kur~"" sn heißt . .i,~de Rollknrw "in" "A7'iI·,,·I;-
hll1.'II'I;II)'vc" ')Iler ,,1':1'Olvcllt,," .1"1' festen I\\\ne. In Fi". 77 i< 
pine Ecoll'lii!C (/,." h'rfi81.' .l;"zeicllTlPl, \\"i,· ~j, "Hll lkri'tllrUI1!."-
punkte (lf'r Tangente im PUJ1kt,~ () geli,'fert. \\-ird. Einig,} La,!!"11 
der rollenden T:;ngrnü, sind punktiert an.c-,·'!"utpt [li" :111:-6"Z.,-
genen Teile BE, JJ'E, BI/g' dpr TangentEll ,ollPn c!ie Her,t,·1 
Jung der E\"olvente als "Abwil'klung:;kurn·'· \'el',innlidwtl. :\lan 
tlenke sieh nlimlich in fleI' innerhalb ,!t·s Kr"i,,,, al1!!,·dellltt'·l1 
Pf"ilrichtung um die l'eripltel'ie von () alt., ,·i11<·11 lllluusddlll }):ln,l! 
Faden herumgewickelt 1md \\-i,·ke[,' c!üll\li;i..!bt di""'(1 Fa,kn unI·']' 
Spunnuug all. Ver augewickelte Teil dp:, 1-':1<]('([, Y'I(Jl .i('w,illc:'·l: 
ü' 
84 Erklärung der Zykloide 
Berührungspunkte B bis zum Fadenendpunkte E ist der aus~e­
zogene Teil der Tangente, und der Fadenendpunkt R heschreibt 
das Stück OEE'E" . .. unserer Kurve. 
Ist zweitens die feste Kurve eine Gerade und die bewegliche 
Kurve ein Krci8, so beißt eine zugehörige Rollkurve "Zykloide" 
---. ~-- ~ - oder ,.Radkl/l't'c", da eine (~- .. ---'-'j solche Kurve von einem 
>:'F;" \ Peripheriepunkte eines auf 
\ 
, 
'. 
\ horizontaler Ebene gerad-
Fig. n 
linig rollendcn Rades be-
schrieben wird. Die Gestalt 
der Zykloide ist in Fig. 78 
angegeben. lIfan gehe von 
dem im Punkte 0 berüh-
renden Kreise aus und lasse 
den Kreis nat:h rechts rol-
len. Zwei wcitere Lagen des 
Kreises sind in der Figur 
gezeichnet, wobei jedesmal 
der Radius nach dem an-
fänglichen Berührungs-
punkt angegeben ist. Der 
Endpunkt dieses Radius 
beschreibt die gezeichnete 
Kurve; die ausgezogenen Bogt'n BE, B'E' sind die jeweils ab-
gerollten Teile der Peripherie des Kreises. Denken wir die Be-
wegung des rollenden Kreises nach links und rechts weiter fort-
gesptzt, so setzt sich die Kurvp uus periodischer Wiederholung 
\ 0 B .. ~7--"'- -O,-~ 
"----------___ . _________ -------.. ---. .-J 
Fig. 18. 
(Jes zwischen zwei aufeinal1derfolgenden Spitzen 0, 0' gelegenen 
Stückes zusammen. 
Sind drittens beide Kurven Kreisf, so werden die zugehörigen 
Rollkurven als "zyklische Kurven" bezeichnet. Berührt jeder Kreis 
den anderen von außen, so h"ißt die Rollkurve insbesondere eine 
.,Eph!lk!oidp"; ist der rollend .. Kreis kleiner als der feste, und 
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berührt jener diesen von innen, so nennt man die Rollkurve eine 
"Hypozykloide". Diese Kurven mögen durch ein paar Beispiele 
ausführlicher betrachtet werden. 
§ 47. Beispiele zyklischer Kurven. 
Der Mittelpunkt des festen Kreises werde mit A, der eies be-
weglichen mit B bezeichnet; die zugehörigen Radien seien a und 11. 
Die für b = a eintre- .____-__ - ____ - __ ~ 
~ende. Epizykloide hat die rrß/ . - -", " 
ln Flg. 79 dargestellte . -
Gestalt und heißt ebendie-" B(~ 
seI' Gestalt halber ,.Her/:-
kllrve" oder "Kardioich ". ',B E 
In der Anfangslage be- ! F 
rühre der bewegliche KreiH I 
den festen im Punkte 0: I 
dieser Punkt des beweg~ 1\ 
lichen Kreises beschreibt I 
alsdann die dargestellte 
Kurve, die sich wegen der 
Gleichheit beider Periphe-
rien nach einem vollen \. 
r; 
--._---------. 
Trmlaufe des beweglichen 
Kreises schlieBt. In zwei 
Fig, 79, 
Lagen ist der bewegliche Kreis in der Figur gezeichnet; dip aus-
gezogenen Bogen CE und C'};' sind bio dahin auf dem festt'll 
Kreise abgerollt. 
Zur Darstellung d,'r Kury!' durch eine Gleichung wählen wir 
() al;; Pol und dip Yerliingerung nm A 0 über 0 als P,!larach~(·, 
Für irgendeillen oberha lb d~r 1'1lIara,'!J,;f' gelegenen Punkt ]; der 
Kurye seien r, {f die l'olarküonlinutcn, Das Yitreck AB F; () ist 
ein Antiparallclogramlll mit den Be"tim mUll,,;:st ih'ken: 
A.H=2f1, AO=Hf;=Il, O]';=r. oAl! ," [I, 
Eine eletllenLlre BetnwhtulJg zeigt Ilplllnarh, daß: 
r = :! a (1 . -- co,s {TI 
gilt. Da die Knrn di.-. l'olarachsl' Illr Synllll,·trii'1i!:ie h~1 I1l1d 
die Gleichung (1) fiir {t unll (B60o -- {TI gll'i,'he \\'''1'(1' /' li,'ff,n, 
';0 gilt diese Gleidl\ing- auch für .]"11 1IJ1lerh"Il, ,leI' I'o)nra.-ll'c 
liegeuden Teil der Kune: Jj( (I) /,,,1'('1, /1';,. {I,IIII/flr}' di, 1'f!1,,/,~ 
gleicklllltJ df'/' [{rll'dioid,' 1'01' 1111", Inl "Zl1;.:ehi'!l'i~(cn" rc"ht\\'illklizPll 
ßystf'lll schreibt ~ich die Illit ,. 1ll111tiplizii'rtp (;l"idllll1g I]: 
;r~ + !I~ = :.! 11 J/x" + !f" - :! 1I:r. 
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Bringt man das letzte Glied nach links und quadriert, so folgt: 
(2) 
als (lleiclimig der Kardioide in rech/winkligen I{ooräinatell; die. 
KlIr!'!"' ist r!f'H!noc!lfOlli fierten 0 radc. Auch die Diskussion der 
Kardioide auf Grund der Gleichung (2) ist nicht schwierig, da 
dieselbe in y2 vorn zweiten Grade ist. 
Eine dureh 0 laufende Sehne Fa der Kurve (Fig. 79) setzt 
sich aus zwei Radienvektoren () F = rund 0 Ci- = r' zusammen, 
die zu zwei Amplituden {j- und {j-' = ,,} + 180 0 gehören. Da 
tOS {}' = tOS ({} + 180°) = - C05& ist, so folgt auf Grund von (1) 
als Sehnenllinge FG = I' -!. 1" ~la. Da t'ernl'r die zugehörige 
Kreissehne 0]) = :? a cos {t ist, so folgt: 
]) G = () (; - 0 lJ c~ r' - :! a eos {j- = :l n. 
I';inc durch () lall/t'lIde SehllI' der Karrlir)i,": lud di,: J:()J18Ianlf LI/II!I/' 
-1 (I .. III/d ihr ,'Oli 0 1.'ITsl1!iedmrr Sclmiltp'lllki mit dcm (esten Kreisl! 
i:,t ihr llIiltelllllnkt. Um demnaeh die Kardioidl) mit.tel,; eines 
Stabrneehanismns zu konstruierpn, hänge man im Endpunkte J) 
einer 11m A drehbaren Kurbel A D der Liinge I! in einem Gelenke 
einen Stab FG der Liinge -ta an, des~pn :\Tittt'lpunkt f) ist. Denkt 
mHn in 0 ~inen Zapfen angebracht und IllBt den Stah FO IHngs 
(!esselbcn gleitcJJ, so hrsl'hreiben fli,' Endpunkte Fund G die 
K!trdioide. 
:'fan wähle eine WJll () verschiedene positive Zahlll und sehe 
+ v'2;71; = (1. Die Inversion am Kreise des Hadius (1 um den 
:'Iittelpunkt 0 orc1nd je zwei Pnnkte (I', lt) und (1", lt) ,~inH,ndf~r 
zu, fUr deren Radiem'ektoren die Bedingung I' r' ~ (12 gilt, Genügt 
(r, ,,}) der Gleichung (1), so folgt fiir V,&): 
rr'= :?nr'(l _. cus.ft) = (l~= '2((/', l' = l' 1 - C08.(j-
I )amit haben \\'ll" die 1i. Ii I aufgestellte Pulargleiehung der Pa-
rahel gewonnen: Die 1(ardi"irlr f1,-!d d'lrclt lliL'cl'siol1 ((In J(/"I'i",; 
des BwfillS 1/2 a]l IliII () iN die l'ara/)d dr:; Pal"mnetas 2p, des 
lJi'l'IIl'jl,,)ddcs () ililil dIr (lIt( cl, i' l'ulur(/c!/sc lil'gcndcn Ad'8C i;/II'/". 
r~m auch ein Beispiel einer lIypozykl(Jide /,lI hetrachten, wlih-
lr:n wir (I =1 h, Der !Jt:\\'l'gliclw Kreis miige am Anfang (len 
fHsten im Punkte 0 beriihren; die Bahn <lif':i€s Punktes des 1e-
w"glichen Krei,es soll verfolgt werden, falls der letztere in der 
in Fig, ,'<1) bl,i (I aU)lehrar'htr>n Pfrilricht.uug auf der festen 1"'1'i-
ph"rie abrollt. 1>:1 di~ hpwpg!it'he Peripherie gleieh clelIl vierten 
Teile der fest<.'ll i,t, so wird jene genau auf einem Quadranten 
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der festen Peripherie einmal abrollen. Die Hypozykloide besteht 
demnach aus vier kongruenten, sternförmig aneinander gefügten 
Stücken (Fig. 80) und trägt den Namen der "Sternkurve" oder 
"Astroidc". 
Zur analytischen Darstellung wählen wir A als Pol und A () 
als Achse für Polarkoordinaten und führen daneben ein zweite~ 
bewegliches System mit dem Mittelpunkte B als Pol uud einer 
~---~---T" 
I . ...--_ ---
, ___ / - -_J.----,' 
}'l~ 8il, 
I" 
.~ 
/ 
! 
--------------------, 
zu A 0 parallelen nnll glp.i,·hgeril'ldetpll Ach,;" "in. 11.'1' Lew,'''-
liehe Kreis ist im rl'sten Quadranten ,jer Fi~. ,'" I in z\\,,,i L~g,'n 
ge~eiehllet., wohei der hi,; dahin abgerollt" B<'g.'11 ("Ii ,i,,,j,.,m;!l 
ausgezogen, der He,t der Peripherip l'unkti"l't i-t. Für i1',,"11<1oim' 
Lage drs beweglichen Kreises seipn die 1'.)l:!rko"r,liIl:l!,·n ,ks )1:1' 
telpullktes B im rrstpll Sysh'lJl ;-i/i Iln.j 'P i ri." .. ~il '. ]Iii ']"r \\'ill-
kel .::- C B J) bpreits his 360(1 C'pwnl'hs"fl ist. \\ "1.\1: () :, Ii A I: 
den i\;ert gOO erreicht hat, ,0 gilt ":: (' R [I ~ I 'J', I\~id ,!I"" ,illd 
dir· Polarkoonlillatell de,; ['unkt",; D dt'r .\-tJ·"id .. illl :'\\"'11"11 :'y-
steHl b und ~ :)q:, \yorun:-l ~i('h ab vl.l1,~~hl",ri~f'·· r('i'ht\,·inkli:.:,) 
Koordinaten b l'OS ;,\tp, - I, ,in ;~'T lJt'r('chrwTl p,.!- \',!lll'llnkt l! 
die:;es zweitm SI'sterns hat im rr,;t"l1 ,li" l'l"'htlli1lklJ,::":1 }\"(1I'IL-
naten 3b co,; r:p: ;)1, ,in 'p, SiuI! al'.j :", .'1 d;" Ko,.nli'lat<"ll .;,., 
zum i'linkel r:p gehörenden Astnli,Jellpllnkte, [I im l't.'I·hl \\';ukli,:"\( 
Gleichung (ler Astroide 
System des Nullpunktes A und der positiven x-Achse A 0, so folgt 
aus (1) S. 5: 
x = :3 b cos rp + /J cos 3 rp , y = 3 b sin rp - b sin 3 rp . 
Entlehnen wir der Trigonometrie die Formeln: 
cos 3 rp = 4 eosa rp - 3 cos rp, sin :-l rp = - 4 sin S rp -I- 3 ~in rp, 
so folgt bei Benutzung der Gleichung 4 b = aals Darstellulig der 
Koordinaten X.?J des zam Winkel rp grllij/'clldcn Ast/'oidclljJltnktes: 
(3) x = acossrp, y = asin3 rp; 
dabei beschreibt der Punkt (x, y) die ganze Kurve, wenn rp von 
0° bis 360 0 wächst.!) 
Indem man die Gleichungen (3) in dir Potenz des Exponenten 
? erhebt und hernach addiert, ergibt sich als .,irrationale" Gleichung 
der Astroide: 
( -t) 
Durch Erheben zur dritten Potenz folgt unb'!' nochmaliger Be-
nutzung von (4~): 
);2 + :3 (:r.If)"~(X~ + y~) + y2 = x2 + !l + 3 (axy)~ = 1/ 2• 
Hieraus ergibt sich als.,I·ulionnlc" Ciloicbung: 
(5) (:);2 + y2 _ (!2Y + 27 a".,2!l = 0, 
s() daß "i., Asll'oille d11l' algeul'aisc1u' Kurve SI.'Chstcli G-radcs ;1'1, 
die dil; ](liordinafr'}wc!mw zu ,,,'!/1U'/JIrlrielinien hat. 
Bei weiterer Untersuchung der Kurve arbeiten wir zweckmltßig 
mit den beiden Gleichungen (3), wobei wir den einzelnen Kurven-
punkt durch den zugehörigen Winkel rp festlegen. So können wir 
z. B. die durch die beiden zu rp und rp' gehörenden Astroiden-
puukte bindurchlaufende Sekante dureh die Gleichung 2); 
x - a C05' rp 
Y -"(f sin' ep 
cos" <p' - cos 3 rp 
sin'-ci'- sill' ;r 
rhrsteilf'n. Zerlegen wir rechter Hand die Dilferenz81J der Kuben 
nach der Regel m:l __ 1/3 = (m 2 + mn + 1/,2) (m - 11) und benutzen 
die Relation: 
C08 q,' - cos rp 
sin rp' - sin rp 
sin 'P' + sin rp 
cos tp' + cos rp , 
I, Die AhlBitung der Gleicbuugen (3) hezog sich allerdings nur 
uuf einen i,eliebigen '''inkel rp deo ersten Quadranten; doch gelten 
rlie,e Formeln infolge der Symmetrie der Astroide in bezug auf die 
Koordinatenachsen allgemein. 
2! S. die Ani-'aben S. H, iibf'l' die ZweiplInktform .kr I :rrar1en· 
,::!leichang. 
Tangenten der Astroide 
so erhalten wir als Gleichung der Ästroidensekante: 
x - a cos' Cf cos' rp' + cos rp' cos 9' + cos' rp . ~i~q:>~:+: sin _'f . 
Y - a sinTrp = - sin' rp'+sin tp'-s-in--qJ+ sill' tp cos 'f' + cos ep 
Lassen wir beide Punkte zusammenrücken und also rp' = rp wer-
den, so folgt als Gleichung der Astroidcntan(jenle mit dem ;;mn 
Winkel rp gchörenden Berühnll1!1spunktc: 
x-acog'ep 
-. = - cot" rp y _ asm'q:; e 
oder /luch ein(achc1" Fm reclmung : 
(6) x !I 
ros rp + .in 'f = a , 
SI) daß die Tangente die KoonliJ1oteliachsciI i!l dOl PIIJlktCIi a ws q:, 
(I sin rp schneidet. Die sich hieraus ergebende Tangentenkonstruk-
tion ist im dritten Quadranten der Fig. 80 ausgeführt. Man hat 
Vom Endpunkte C" des zur Amplitude cp gehörenden Kreisradim 
AC" die Lote auf die Achsen zu rällen, deren Fußpunkte E unrl 
P unmittelbar die Schnittpunkte der Tangente mit den Achsen 
sind. Es folgt weiter: Die Länge des zu:ischm den Achsen gelege-
nm Stiicl,es jeder AstJ"liidentaugentc ist kOllstall! (/leich a. nie 
Astroide steht demnach in naher Beziehung zu dem in § 42 (S. 72, 
besprochenen Gleitprozesse. Ist bei demselben die Länge dQr glei-
tenden Strecke gleich a, so liefern die gesamten Lagen der Strecke 
gerade das System aller Astroidentangenten (s. die Skizze im 
vierten Quadranten der Fig. 80). 
11. Teil. 
Analytische Geometrie (Les Raumes. 
Kap. VI. Die Koordinaten im nallmt~ und die Darstellung 
der }'läcllen und Kurven durch Glei<'hungen. 
~ ·18. Die Kartesischen Koordinatensysteme im Raume. 
In I<'ig. Hl sind drei einander senkre"ht schneidende (unbe-
grenzte) Ebenen durch umrissene Viereckn angedeutet. Ihrll dr~ 
im Punkte 0 aufeinander senkrecht stehenden Schnittgeraden bil-
den das rechtwinklige "Ach.<cnkrcllz" für die zu erkll1rende.n Ko-
ordinaten. In der durch die beiden Aehscn 0 X und 0 Y festge-
legten, etwa horizontal 1.\1 denkenden Ebene führen wir in der 
bisherigen Art reehtwinklige Koordinaten ;T,!J ein, wobei die 
Pfeilspitzen die pOHiti\'81l Achsenrirhtungen angeben sollen; die 
positive x- Achse ist also nach 
,/1 z) '. rechts, die positive y-Achse vom 
r------~--- -'---~--l Beschauer fort gerichtet. Die 
\
) fragliche Ebene heiße kurz .• x. y-
.P 
Ebene", 
p' Ist P irgendein Punkt im !-- Raume, so fälle man von P das 
'v Lot P9 auf die x, y -Ebenfl und 
>--+c':::--+--h",;"",;Oc---4L...,( erteile dem Punkte P als recht-
j" IW.I:hrl"rn 
Punkte der 
Koordinate. 
winklige kartesisehe Kool'lliua-
ten erstlieh die zum Fußpunkte (J 
gehörenclen x,!J, zweitens als 
dritte Koordinate z die in der bis-
hprigen Einheit gemessene Lot-
Fig. '1. Hinge PQ, mit positivem oder 
negati \'em Vorzeichen versehen, 
P oherhalb oder unterhalb der X,!I- Ebene liegt. Die 
x. !I-Ebene seIhst bekommen natürlich z = U als dritte 
Di,:sel' V"l';;l'lnift entsprechend 1l(,llnen wir die auf der x, y-
Ebene s('nkl'echt stehende Achse OZ fortan z-Achse; die positive 
Kartesische Raumkoordinatcll 
;-Achse ist nach oben gerichtet. Die beiden in der ~'-Acbse sieb 
schneidenden "Koordillatenebenen" heißen im Anschluß bieran 
..,y, z-Ebene" und "z, x-Ebcne". 
Dreht man den Raum um die :-Achse in dem Sinne, welcher 
die positive x-Acllse nach Durchlaufung eines rt'cbten Winkels in 
die positive y-Achse überführt, und verbindet mit dieser Drehung 
eine Verschiebung des Raumes in Richtung der positiven .. -Achs!', 
so entsteht die Bewegung einer "rechtsgängigCl! Scltrwrbc·'. Bei 
dieser Anordnung der positiven Richtungen der X-, y- und :-Achsf'll 
nennen wir entsprechend das Koordinatensystem ein .,Hecldss!/8tl'/ll"; 
ein solches soll weiter ausschließlich benutzt wcrden. 
Die drei Koordinatenebenen zerlegen den Haum in acht ,,(n·-
l(tuten" (Winkelräume ), welche den acht Yorzeichenkollluinationl'lI 
der x, y, z entsprechen. Für die drei in Fig. 81 gezeichneten 
Punkte P, P', P", die drei verschiedelH'n Oktanten angehören, hat 
man z. B.: 
;l' = + OR, Y = -I- f,lR, ~ = -I- l'~, 
.,.' = -- OB", !l = - (/I?', ~'= + P'Q', 
~/' = + 6-R", y" = -- (/' }(', :.:" = - I- n (t'l, 
Für das ausgeWählte ,.rl'ddi/'inkli.lJc kllr{rsi"dl I' l\üf/nli,,({t, 11-
.'Y8fl'm" gilt hiernach der Satz: Jeann endlichen Ra UIIIp,r11 l.'I,' J' 
llchört eil1deutig cin bl'8lhmntc8 S!Jstem 1'011 ](oordill(/lcII .e ,11 . . ~ :", 
wuZ jedem System I'ndlidl/'l' Zahl,'/! :1.', N.': 11/f.'J,ricld 1,/iI.'ld."I,t.rt 
einrlmti,!/ ein Punkt 1'. 
Um die fTleichbereehtigung der Koordinaten besser hen'ortrf'l"11 
zu laHsen, legen wir durch P drei zu den Koordiu<lt"nehencn par-
allele Ebenen, welehe mit j~ncn ('in rerhtwinkli).fr" I'arallelepippd 
einschließeu (Fig.1'i2'), Ihr Koordin8tl'n 
von P könlle~ '.1~lJtl z, B. durl'h ai .. <1n·i 
Kanten l'Q', PQ", ]'1,1, ,1. h. uurt'h ,li.· 
drei Lote YOI1 l' auf die Ko(m}inat.'n- r---'------::( 
, n' 
ebenen (nnter Zufiigullg' ,1es richtigen 
Yorzcic:hf'lIs) erklärt werden odel' auch 
durch die drei Achsenah;,dmittl' 010', 
Oll'; 0 R';~ :'Ian bl'udJt". da/3woll di,"'" 
drei Al,sclll/ilt'J i/lleh !ladilrcf, erhalteli 
l·l/nn. daß mall ('Oll P dil' drl'i [.1)1,) fI'lj' 
die Aehsl'Jl (R,'cht"r1,',fill!llillll{fIIl P N. Fig. "'::. 
PR', PR" !i'illl. Die,e Art d,'r BC'stilJlllllll1,(! h'lJ .... !I.: k11IllIl.t 
unten öftpr.~ zur '·('rwen\!nng. 
Die YerallgsIlH'irIPrl11l!! auf .. sr'h;"(ll'i"/ili,,,," krrrtl,,;i-el,,, 1\'."'I'>li-
naten i~t einfach. )Ian wl[hI.) einc er~t". f'1W<1 horizontal.' EJ .. ,ttl' 
und bestimme in ihr nach S. 2 ein kartesisdll'i tlyst"1ll .J', !I mit 
) 
" 
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beliebigem Achsenwinkel w. Durch den Nullpunkt 0 dieses Systems 
lege man dann eine beliebilZe, jedoch nicht der x,y-I!lbene ange-
hörende z-Achse mit einer etwa wieder na.ch oben weisenden po-
sitiven Richtung. Von einem beliebigen Punkte P des Raumes ist 
dann PQ parallel zur z-Acllse bis l.U dem in der x, y-Ebene ge-
legenen Endpunkte Q zu ziehen. Die Koordinaten x, y von Q, zu 
denen als z -Koordinate die mit dem richtigen Vorzeichen ver-
sehene Länge PQ hinzukommt, bilden dann die schiefwinkligen 
kartesischen Koordinaten von P. 
;\lan wird leicht die übrigen für die rechtwinkligen Koordina-
ten gegebenen Ausführungen auf diesen allgemeineren Fall über-
tragen_ Um z. B. die Koordinaten x, y, zeines Punktlls P im neuen 
System gleichförmig zu erklären, ziehe man von P Parallele zu 
den Achsen bis an die Koordinatenebenen heran i die mit dem 
richtigen Vorzeichen versehenen Längen diesel' Parallelen geben 
die Koordinaten von P. Auch bei schiefwinkligen Achsen der ver-
einbarten Anordnung sprechen wir von einem "Rechtssystem"i 
eine Drehung der :r,y-Ebene um 0, bei welcher die positive 
x-Achse nach Durchlaufung des Winkels w in die positive y-Acbse 
übergeht, vereint mit einer Parallel verschiebung senkrecht zur 
x, y -Ebene rwcl! Seiten der "positi'ven" z -Achse, liefert eben wie-
der eine "rechtsgängige" Schraube. 
§ 49. ParallelverschiebuDg der KoordiDatenachsen. 
~eben dem ersten i'fcldll'inklif'Cn Systeme sei ein zweites vor-
gelegt, dessen Nullpunkt 0' ill~ erst~n System die Koordinaten 
a-, b, c hat, und dessen Achsen den gleich benannten Achsen des 
ersten Systemes parallel und gleicbgerichtet sind. Die alten Ko-
ordinaten eines einzelnen Punktes P seien x, y, z, die neuen 
x', y', z'. 
Der senkrechte Abstand der x',y'-Ebene von der x,y-Ebene 
ist gleich I c . Ist c > 0 und liegt P oberhalb beider Ebenen, 
so ist das Lot 1'Q' von l' auf die :r', y'- Ebene um die Länge 
Q' Q = c über (/ zu verlängern, um das Lot PQ von P auf die 
x,,II-Ebene zu geben_ Demnach gilt z = z' + c. Für c = 0 ist dies 
selbstverständlich. Man überzeuge sich, daß die Relation z = ;/ + v 
auch für c < 0 und auch für alle sonstigen Lagen von P richtig 
hleibt. Da entsprechende Betrachtungen für x und y gelten, so 
folgt: Hri einer .. Pamlhlt'ersfhiebll'niJ" odel' "Trausla.tion" dl's 
rechl/l'inkligm Achsrnkrcu::es nach deI/! Nullpunkte 0' der (llte-/I 
1{oorainatrn a. b. c {rans{onniereli sich die alten Koordinaten :r, y, Z' 
irgendeilles 1'unkles auf dfssm neue Koonlina!lm x', -t/. z' mittels 
rlri' Gleichungen,' 
(1) x = x' + a, y = !J' + lJ, Z' = i + I.'. 
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Diese Regel bleibt, wie man leicht zeigt, auch bei schiefwinkligen 
Koordinaten bestehen. 
§ 50. Ausdruck der Entfernung zweier Punkte in 
rechtwinkligen Koordinaten. 
Der Punkt P der Koordinaten x, y, z werde kurz durch das 
Symbol (x, y, z) bezeichnet. Da.s Lot Pfi auf die x,y-Ebene und 
die Strecken 6Q und OP bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit 
Op als Hypotenuse. Da PQ = z und nach (1) § 4, S, 7, die 
Strecke OQ = + yxf{yli ist, so folgt: Die Entfernung des 
Punktes (x, V, z) vom Nullpunkte ist bei 1'echt/lJinli1igen Koordinaten 
gegeben durch: 
(1) OP = + yi2 + y2+Z2. 
Sind zwei Punkte Pl und Ps oder (Xli Yl' Z1) und (J':!, Yt, '<2) fre-
geben, so führe man eine Parallel verschiebung der Achsen nach 
Ps als neuen Nullpunkt aus, Die Koordinaten ;/, !I', ./ \'on P1 im 
neuen System sind nach (1) § 49: 
X'=SX1 -X2, Z/=Yt-Y2' /=.:'1-;2· 
~s der eben angegebenen Regel (1) folgt somit: Die Ellltf'ril/mg 
P1 P2 zweier durch rechtwinklige Koordinaten Xl ,.1ft, Z1 /lnd .('2,!h, "2 
gegebenen P/I,nkte P1 , P2 ist dargestellt durch: 
(2) ji-;P2 = + -Verl -...:. .1'2)2 + (!lI - li~)2 + ("1 - ,,:!r 
§ 51. Radiusvektor und Richtungswinkel im 
rechtwinkligen System. 
Die Strecke 01' vP!'sE'hen wir mit eiuf'1' lIach P w~iSellll"lJ 1'1" .. il 
l'ichtung und nennen sie den ,,}{ru/iI/SI'I'k!or" des Punktes I'; ah-
kürzend setzt man 01' = 1", Die Winkel zwi:;;chen OP UJld deli 
positiven Achsen sollen die.,Richiungslfinkrl" ,les Hadiusw'ktor in 
bezug auf die rechtwinkligen Koordinatenachsen heißen und dU!'l'h: 
(I = 1::: 1'OX, ß = ,'!:: PO Y, ,,=.:;:: l'OZ 
bezeichnet werden (Fig, 83). Gemeint ist jedesmal der nicht-koll-
vexe unter den beiden sich zu 3600 ergänzenden Winkeln zwi· 
schen dem Radiusvektor und der einzelnen Achse, 
)lan veranschauliche sich in Fig. B:~. daß fiir <Jeu mit l' be-
zeichneten Punkt alle drei Winkel CI, /3, i' spitz sind, fiir 1" ahc!' 
CI, ß stumpf und r spitl. ausfallen. Otfenbar ist der Winkel c, ,pilZ. 
falls x > 0, und stumpf, falls :r < 0 j,t: 11m! einp pntspn}chende 
Aussage gilt für ß und ,. .. Je naehdelIl /' 7.ur \'!.·chtl'll od .. 1' linkf'1I 
Seite der ~/, z-Ebene liegt, gilt: 
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OB = OP, cos a oder on = GP· cos (18()0-a) = = OP, cos Ci, 
wie Fig, 8:3 zeigt. 1) Da im ersten Falle a: = Oll, im zweiten 
J' = - OB Cfilt so ist beidemale x = r' cos (x, was auch für 
:r = () und :180' a = 90° gültig bleibt, Durch Üllertragung der 
gleichen Betrachtung auf y und z 
r-.--.~.~_z __ .L. ____ ., folgt: Die rechtwinkligen 1[-001'-I ([inaten 1'011 P bm'ccllllcn 81M aus 
'I ') dem Rarliusrcktor· I1lId den Rielt-
, ' l/ " :1 x = l' COS Ci, 
· ~~p I tllll!I"'winkdil &0: 
. IJ 1,:,/ (1) ?J = r <,os P, r---+-i'-'----t~:" 0'" ,- H IX 
.: ~-== r eos ;' . 
(2) 
Fig. R3. 
: IJurch l.luadrien'll 11llll Ad· 
dieren dieHcr Gleichllugeu folgt 
bei lknntzung VOll (1) S 50: 
Die drpi Ril/lt1.U1'Iswinkel änes 
Raditrs'/;ddo/' sind stels rll,reh 
d i~ lk,ie1t1l1irl n:rlmllrlen: 
cos2 a + flos2 /'l + cos2 y = 1. 
Für eirlP beliebige mil dmr p/,'ilrich!/,t)(!1 1'(,/,81'11,'11' Uet'ade des 
HaulllPs führen wir gleichfalls drfli ,,llic1dllll!I,'lrnlersl'/liedr" (I, ß, r 
gl'gen die positiven Koordinatenachsen ein, Il'clt:hc eil/tiu'lI glrich 
I{CI/ Rid'/'/lIg.'Il'illkl'lll (i1/l'8 mit der Gcmd, 11 pnrullcltu lind (11 eich· 
!/cricltltLen Radil/&VPkfflr sein snllell. Die Hrlation (~) gilt dann 
Ilatiirlidl für di<: Hichtung;;llntel'schirde jeder solcher (lpraden, 
~ ii2, Ausdruck für den Richtungsunterschied 
zweier Geraden. 
ZWf'i ,"om .:-illJlpullkt.; 0 des rflchtwinklig.m ~yste!tls ausziehende 
Cierade 2) mögen di~ Richtungswinhl U l , ßj, i'1 nnd (/2' ß21 1'2 
hallen. Der nJll ihnen Ilingl~liclllo""clle nicht-konvexe '!,"inkel beiße 
a. Um eill01l AllSt11'11Ck nir 1} in den (11' {ll' .•. 1 "2 zn ge\\·inllen. 
trag'e man auf lH'irlen (lpl'aden von () aus Strrcken !!1eich der 
LHngüneinheit ab. Die .Endpunkte 1'1' 1'2 dieser Strecken mögen 
die Koordinaten a 11 /;1' "1 unll 112 , 7,~, ('2 haben; nach (1) § 51 gilt: 
(1) (/, = COS [(il bi = eos ß;l Ci = COS "0 (i = 1, 2); 
1', ~Ian erinnere sich, daß l' R senkrecht znr ,i' -Achse verläut't 
,'g S. \)1). 
2) Solche Ullt' llach der einen Seite im Unendliche lallfend<' He-
raden bezpichnet man wohl auch als ,.Strahlen", 
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man bezeichnet die fI i , b" Ci dieserhalb auch als die "Richtungs-
k08inuö" des Radiusvektor OP., In den a., b" c. stellt sich naeb 
on § 50 das Quadrat der En'tfernung P:Pa 'so 'dar: 
i)~'p/ = (111 - a2)2 + (bi ~ b2? + (I] -- c2Y 
Entwickelt mau recbts die Quadrate der Binome und h"l1ubt (2') 
§ 51, so folgt: 
(2) PlP2 2 = 2 - 2((11(12+ bl b2 + flet), 
Andererseits folgt bei Anwendung des Kosinussahes der Trigono-
Itletrie auf das Dreieck OP1P2: 
1\1'22 = 01'1" + OPt " - 20.!\, OP2 cos l1 
oder, da OP} = 01'~ = 1 gilt.: 
1'11'/ = 2 - 2 cos ß-, 
Der Vergleich mit (2) ergibt: Fit)" den lVil/lie7 8- r:/I'iscl/ll' ::/I'ci 
L'On 0 uus;,'il'lw/1r/m Gerw'lclI f/ill dir Darstdllm(/,' 
(3) 
in den RichtuI1!18kosinu8 (/i' bi , Ci der G-eradl'Jl. 
Eine einfache Heebnun!, zeiP"t das Bpstrhen clPr idplltischen (;l,·i-
cbung: 
(al "'+- /'1" +- '/) ~a2;:+ b,/+ 1/) \° 1"2 + I,} b2 -+- '} ";:I~ 
= (l'l1'2- 1)'!"I?+ ("l((2-1'21(1r+ (n}b2--1/2!IIF 
Hir lI11~ere Hiehtung,kn"inlls i"t r)"1" \\'<"1'1 tIer Jinhn ~l'jl,' gl,'i<:h 
1 _.- C()"~ & =- "in~i}: AI, .)'11'111' /'1)11 ',;;) /'01/1/ }I/(II' (ir (hl! lIi,I,/-
1'-()Jir"i"(ll 11";111.-1'/ {) 1/1"-/' ,/il' /,'.111/;"" :II'!,r'"Ii'h l j,: 
(4 ') ;; i II .()- C'._ -+ V! "]" e --- II~', ,'+ 1,', ":-- "2 1/ 1 ,'" f- I "1 11;: - . Oe "1 ,~ 
Für irgend zwei w'ril'hlde (','radr d,', lIJll111I" l'rkliüPll wir" I-
nicht,-kom-exen ,,llic/,lw/!781I1dcr,r-/!iI'"'' & den \\'inkcl j,wischpll '!,'J! 
hci(len YOll 0 ausziehenden Geraden, ,he lIIit drn gegeh"fH'll paralk] 
und gleichgerichtet sind. jIan kann IlicsPll Winkd {t 3\l\h o1a,lurdl 
konstruieren, daß tWill durch irg(l/(/,illcil /';II,/-I ,hr ,'111'" '/''-/'''.1", 
,fJ,'gcli('1/Ut (;'crad(!I eilll' .:/11' IlIld"1'I1i 1)(11'(11/";,. '1Ii'/ :/!,-i,'l'[I' ril'/d, I, 
(;/'1'(/(1" 7/'gl. Für den Richtung'lwter,ehi,·d ·{t\lelt"ll d:lllll \\·i,·(j,'l' 
die Darstellungen (:.;) und (4) in den .. !lith!",,!/,<l:'-.<in',,"" <I, r /" :d", 
gegebenell Geradc!I,}) 
Ii D, i. in den Kr,sinu.' ,ler \{ichT\m",\lnterschied~ ,j"r 1:",·:\.1"1\ 
geg~l1 die po,üi\"cn Achsen (s. "ddll{l "in j öl). 
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§ 53. Teilung und Verlängerung einer Strecke naoh 
gegebenem Verhältnis. 
Die S. 7 ff. gegebenen Entwicklungen über Teilung und Verlän-
gerung einer Strecke nach gegebenem Verhliltnis übertragen sich 
leicht auf den Raum. In einem beliebigen, nicht notwendig recht-
winkligen Systeme habe ein vom X ullpunkt 0 verschiedener Punkt PI 
die Koordinaten :1'1' YI' "1' Auf der durch () und PI hindurchlau-
fenden Geraden sei irgendein Punkt l' der Koordinaten x, ,I/, Z ge-
wählt. Die beiden zur "-Achse parallelen, his zur X,,II- Ebene rei-
chenden Geraden PQ und PI (J I liefern, richtig hezeichnet, z und z!' 
Da 60pQ "'-' 6 01'1 Ql ist, so gilt: 
l'Q: pIQI = OP: Op!' 
Das Verhältnis 0 l' : () 1'1 werde mit + /L oder - I' bezeichnet., je 
nachdem die Punkte Pund 1'1 unseter Geraden auf der gleichen Seite 
von 0 oder zu vel'~chiedenen Seiten des Nullpnnktes liegen. Da z 
und "I im ersten Falle da~selbe, im zweiteu aber entgegengesetzte 
Zeichen haben, 80 gilt in jedem Falle z = /L '~l' Diese Betrachtung 
überträgt sich sofOl't auf x und y. Mit Rück;icht auf die Bedp,u-
tung von ± ft als V prlliiltnis 0 P : 01'1 ergiht sich: lrgendein 
Punkt l' der du/'ch 0 und PI Imt(endell Gc/'wlclI lud die Koordi" 
naten: 
(1) 
und Zifar liefern die cl"/j/ Interwll 0 S; I' S; 1 angehijrenden Multi-
plikatol'CIl I' die PlIl1ldc der St/'ccke 01'1 • die Endpunkte 0 lmd PI 
l'ingeschlossell; (al' f' < 0 erhrllt mall die Punkte auf' der Yerliin-
gel'ung jener SII'eck" iiber 0 Ithwl/s Wtd (iir I' > 1 dü' }'II/lkil' rler 
Verlängerung iibel' PI' 
Weiter gelten die an die GleidlUncr (2) S. 8 ancresdllosBeneu 
.. 0 Cl 
L;herlegungen und Rechnungen unverändert, wobei nur neben die 
Gleichungen für die Koordinaten x und y jeweils noch eine dritte 
Gleichung für die .:-Koordinaten tritt. Auch die Erweiterung der 
Beh'll.chtung auf Teilung und Verliingerung einer beliebigen Strecke 
1\ 1'2 bleibt ~~verändert gültig. Es folgt: Der 1'llnkt 1'. welcher 
rillr I';tncke P1 p 2 ·nach dem Yerlrt'iltnis: 
(:!) 
teilt kl1'. 1:~rliillgCl't. hat di/' Koordinatell: 
111,11 +1II o Y. 1II,Z, ±m,Z, Y = - - - -, z = . - .-, 
tII 1 :::=m, 111, ±III, '/11, :1:111, 
?cobri die u!;creJI ZC'iclwn der TrilutII/. rli~ 'IIIderl'1l aber der rer· 
hill[lI'/'IWg zukommen. Insbesondere ~ilt für 111 1 = mi : Da 1Wtll'l-
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punkt der Strecke P1 P2 hat die arithmetischen Mittel der Koordi-
naten der Endpunkte zu Koordinaten: 
( 4) 
§ 54. Transformation kartesischer Koordinaten. 
Die Wirkung einer Parallelverschiebung des Achsenkreuzes ist 
bereits in (1) § 49 dargestellt. Weiter sind noch zwei besondtlr" 
Fälle von Koordinatentransformationen zu betrachten, 
1. Beide Systeme seien rechtwinklig und zwar "Hechtssy;;teme'" 
und haben den :Nnllpunkt () gemein. 
1Ian denke um 0 eine Kugelfläche des Radius 1 gelegt und hebe, 
wie in l<'ig. 84 geschehen ist, die ,c, y -Ebenen des alten und neuen 
Systems als Diametralebenen z 
det' KUllel durch Zeichnun"'- \.: " ~ '" I i;',,,, , 
ihrer Scbnittkreise mit der "z 
Kugeloberfiäche hervol'; sie f .-___ X 
schneiden einander im Kugel- ,--~.~ 
durchmesser KOK' (Fig. 84). ~i '\ !:---------~'_ Essei1::::KOX~,pderdem !;',<~._ 'i ,.t' 
Intervall 0 <,p < 180 0 an- f- .. -ii~ ---ix 
gehörellde Winkel zwischen /:/ 
jenem Durchmesser und der ------- ---::,~-~~.--- " positi,en x- Achse des alten 
Systems, Ferner sei {t der 
.,Hiehtungswinkel" der neuen 
pusitinn ,,-Achse OZ' gegen 
die alte 0 Z. Drittens sei 
< Il'OX' = rp die in der :t; y'- Pig. 8-\, 
Ebeue in I,('zug- auf die Polaral'hse (! K gem(-'5~lle .. All\pEtu,l~" 
der lleuell Adl:e () X', 
Das alte Achsenkreuz k:mll ,[mch llr"hullg i" ,las neue über-
geführt werden, Zuerst drehe Jll,LIl da.; alte A'.'hsenkrpUt. um ,hp 
z-Achse durch den \Yinkel !p, wobei die positin> .I-A"h.;p 'lllf ,ien 
Hadins OI{ zu liegen kommt. Irgendein Punkt P der allPt; 1;:,,,)1' 
tlinaten J' 11 7 habe in di0>ier Zwischenla",· de' S\'Sl,'m, .1:" 1\0.):' 
dinnten x; ; ~:, ':1' Xach (ii) S, fi gilt:" . 
x = .1'1 eos W -1'1 .siu 1~r. Y = )'1 sin ~' -T !'1 I'Ü~ 1.'. - ·1 
Sodann drehe mall lla' p],ell erhaltt'llf' Krell!. 1Ill\ ,ll<' .1'1 '.'vh,,' Oll' 
durch den \Yinkel {t, WObHi dip "I' Acbs~ n:\t'h I)/" und di,~ "I,!J, 
Ebene berei1:; in l]je .r'. /' Eb<'lll' getlrt·ht wir,l. :-;"llileu Wlr f" 
112, :2 die Koordinaten von l' in die,~r z\\ell>:ll Z\\·i,;"h"nla",· <1 .. , 
eystems, so gilt wietlpr nach 1,:', I ~. fi: 
Drehuug des Achsenkreuzes um () 
Eine dritte Drehung um OZ' durch den Winkel rp führt zum neuen 
System: 
X2 = x' cos rp - y' sin rp. Yt = x' sin rp + y' cos cp, 
Die Elimination von :1.'1 , Y1> ' , " Z2 aus diesen Gleichungen ergibt: 
Die alten Koordinaten x, y, z des einzelnen Punktes P hängtn mit 
de,z neuen x', ?!', z' durch J,'ei linem't Gleichungen: 
11) 
'+ '+ ' I x = a1 :1.' a'jY asz, 
I Y = I/Ix' + b2y' + bai, 
Z = CI x' + 1:2 y' + es z' 
: ,"/sammen, (/r'ren ntl,m Koe(ßzientcu sirh in den drei Drehungs-
irinkeIn rp, 11', {f so darstellen: 
i2 ) 
[tl = + cos rp CI)S '1)J - sin cp sin '1)J cos {f, 
a2 = - sin cp cos '1ft --- tOS rp sin 1(J cos {f, 
aö = + sin '1)J sin {f, 
bl = + cos cp sin 'ljJ + sin cp cos 1(J cos {f, 
b2 ~ - sin rp sin 1jJ + cos rp toS 1jJ cos {f, 
03 = - cos '1)J sin {f, 
Cl = sin rp sin {)O, c, = cos !p sin {f, 
1'3 = cos -{}, 
Die Richtungswinkel dcr neuen Achse 0 X' im alten System 
,~ien UI , ß1' ?'1, diejenigen von 0 y' und 0 Z' entsprechend 
('2' ß2' ~'2 und Cl3, ßs, ra' Der Punkt x' = 1, y' = 0, :/ = 0 hat 
dann im alten System die Koordinaten cos 1r1, cos ßI' cos rl' 
Diese 'Werte müssen also in 1) für x, y, z herauskommen, wenn 
wir x' ~ 1, y' = 0, z' = 0 eintragen, so daß sich a1 = cos 1r1' 
01 = COS ßl' Cl = cos rl ergibt. Die Ausdehnung der Betrachtung 
auf die Achsen 0 y' und 0 Z' ergibt: Dir Ko'ffizienten in (1) sind 
di·; nl;UII "Richtu/lgsko<inns" der nm/rn Achsen im alten System: 
,3) a,=cosClj! b,-=COSßi! c;=cosri' (i=1,2,3).I) 
1) Die Hegeln (1) und (3), d, i. die lineare Beziehung zwischen den 
alten und neuen Koordinaten uud die Darstellung der Koeffizienten 
<1 1 , ' ' ., c. als Richtungskosinus , bleil>en bestehen, wenn eines oder 
heide Systeme "Linksaysteme" sind, Z, B. führt die Transformation 
:r' = x", y' = y", z' = - z" das neue System in ein Linkssystem über, 
W(.rau,; dann die Richtigkeit der Behauptung leicht folgt, Nur der 
nürze halber arbeiten wir im Texte ausschließlich mit Rechtssystemen, 
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Es bestehen zufolge (2) S, 94, und (3) S.95, da die neuen Achsen 
aufeinander senkrecht stehen, die Beziehungen: 
(4) 
Durch Eintragung der Ausdriicke (2) für die aj ",., Cs kann 
man diese Relationen direkt bestätigen. 
Auf Grund von (4) ergibt die Auflösung von (1) nach :/, y', z'; 
x' = al x + b1y + Cl Z, 
y' = a2x + b2 y + c2z, 
Z' = aax + bay + cs'" 
Dies ist auch unmittelbar einleuchtend, da a1> a2 , 113 die Hichtungs-
kosinus der Achse 0 X im neuen Systeme usw. sind. 
Durch Vereinigung einer Parallelverschiehung (1) S. 92 mit 
einer darauffolgenden Drehung des Achsenkreuzes um den 'Null-
punkt erhalten wir die allgemeinste Transj'onnation eines recht-
lcinkligen Recldssystems wh'der al/f ein solches in der Ucstall der 
linearen Beziehungen: 
(5) Ix = a1 ·/ + 1l 2Y' + 1l3 Z' + a, y = 01 J'" + b2 y' + Us / + b • 
,,= Cl x' + c2 y' + Cs ;:' TC, 
wo a, b, c die Koordinaten des neuen Nullpunktes im alten Systeme 
sind und die neun Koeffizienten (11' ••. , Cs die Kosinns der Rirh-
tungsunterschiede der neuen Achsen in bezug auf die alten bedeuten. 
H. Das ursprüngliche System sei reehtwinklii!. das neue be-
liebig schiefwinklig; die Nullpunkte mögen zusammeufallen 1). 
Die Transformation kleidet .ich notwendig wieder in die linearp 
Gestalt (1). ;',Ian nehme nämlich in der .r,!I- Ebene irgendeines 
schiefwinkligen Systems die durch Fig. :-: 8 .. -) anFegeben~ Ande-
rung der y-Achse vor, was nach (3) 8. I;: 
x = ./ - y' cotg H' , 11 = ,'~' 
.. SIll Ir 
z =:: 
als lineare lle~iehung lief~rt. Der "-inkel zwischpn dei' ,r- '\I'!JSP uml 
y·Achse des damit erhaltenen Kreuzes ist jetzt bereit, .'lU n'chter. 
In der ncuen y, :-Ebene wiederhole man eine entsprechf'n-le :\nde· 
rung mit der :-Achse, worauf auch der \Vinkel zwioeh,·n,ler y·_~chs.· 
und der :-Achse des damit erhaltf'npn Krellzes ein rpchtcr winl 
Eine dritte Ausübung der gleichen ()peratio!l in d"r jetzi!!"!l :,.1' 
Ebene führt in (leI' Tat Zl.I einem J'Pl'htwinklI!!Ptl .-\clJoenh,'uz d .. s 
ursprünglieh'.·nX ullpllnktf,s, wobei die Kilm binatiem ,h'r dn:i ~.ntetlle 
1) Der K Ül'ze haluer mögen wieder Lei.!" :'ysrelll l' "ll pr·ht.,;..\~t.'lLIe" -ein. 
-. , 
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linearer Beziehungen zwischen den ur-rrünglichen Koordinaten und 
den des zuletzt erhaltenen rechtwinkligen Systems auf Gleichungen 
der Gestalt (1), d. h. auf linearc Gleichungen, führt. Diese Ge-
stalt der Gleichungen bleibt gewahrt, wenn wir jetzt noch von 
dem ehen gewonnenen rechtwinkligen System zu dem unter II. 
vorgelegten übergehen. 
Wir beziehen jetzt die Gleichungen (1) auf die heiden unter H. 
vorgeleaten Systeme, ,"on clenen das ursprüngliche rechtwinklig 
sein sollte. Für die Richtungswinkel der neuen Achsen 0 X', 0 Y', 
OZ' im alten System behalten wir die Bezeichnungen "1' ß1' "'1; 
U2' " .; CiS' .•• bei. Da dann eben wieder der Punkt x' = 1, l/ = 0, 
z' = 0 im alten System die Koordinaten cos «1' cos (31 , cos }'1 
hat usw'., so folgt: Im Falle U. bleiben linear(' l'm,nsl'ormafions-
formeln deI' Gestalt (1) bestehen, in dencn auclt ,wieder die J(oeffi-
zienten all .. . , Cs die neun Rich/unils/.'o.<inus drr l1euen 8chief 
winkligen Achsen im alten Systeme "il1rl. Die Koeffizienten befrie-
digen nach (::l) S, 94 und (3) R. 95 die Beziehungen: 
a/ + b/ + cl = 1, a,ak + bJ}k + Cj('k = COS 'IV" 
wenn 'lV1 , 'U'2' '1('3 die ,.Acllsenwinkel" des neuen Systems in der 
richtigen Reihenfolge bezeichnen. 
Da man durch Kombination der besonderen hiermit hesprochenen 
Transformationen unter Hinzunahme der l~mkehrung von II. jedes 
kartesische Koordinatensystem in jedes andere überführen kann, 
80 notieren wir den Satz: .~hdp Trunsformntiotl karfesisc1I1.'1' Koor-
dinaten Il'ieder auf kf/rtesisdu' beyriindd zwisdlcn d"11 beiderseitigen 
Koordinatelltripeln lineare Rel,dionen da Gestalt (5). 
§ 55. Da.rstellung von Flächen durch Gleichungen. 
Ist zwischen den Koordinaten x,y,z die Gleichung z=3;c~-7y +4 
vorgeschrieben, so kann man die Sämtlichen Punkte P, deren Koor-
dinaten x, y, z diese Gleichung befriedigen, so konstruieren: Man 
wähle zuerst in der x, .li-Ebene einen beliebigen Punkt Q der Koor-
dinaten x, y und berechne für diese ;1', Y aus der Gleichung das 
zugehörige e. ~Ian errichte dann von Q parallel zur z-Achse nach 
der durch das Vorzeichen von;: bestimmten Richtung die StrAcke 
Q P = Z;, deren Endpunkt P einen der gesuchten Punkte liefert. 
Da sich bei stetiger Änderung von x und y auch z stetig ändert, 
so werden sich, falls wir diese Konstruktion für alle Punkte (I 
der x, y-Ebene durchgeführt denken, die Streckenendpunkte P zU 
einer Fliil'lIe aneinanderrpihen, die sich dann eben aus clen ge-
samten, die vorgelegte Gleichung befriedigenden Punkten aufbaut. 
In dirser Art ordnen wir unter YOl'behalt genauerer Unter· 
suchung in besonderen Flillen allgemein einer Gleichung zwischen 
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kartesischen Koordinaten eine ,.Fliicln," zu, bestehend aus allen 
Punkten des Raumes, deren Koordinat.en x, p, z die vorgelegte 
Gleichung befriedigen. Ist eine Fläche im Raume gegeben, so ver-
suche man umgekehrt eine Gleichung zwischen den Koordinaten 
eines geeignet gewählten Systems aufzustellen, die von sich aus 
in vorstehender 'Weise zur Fläche hinführen würde. ::Iran llenllt 
dann die Gleichung den "analytischn AU8druck" der Flüche oder 
sagt, die Flilche sei durch die Gleichung.,allu/}Jiisch darge8tellt" 
oder kurz "daryc"tdU". 
Entsteht die Gleichung einer Fläche durch Xnllsetzen eines 
Aggregates, dessen pinzelne Glieder neben kun;,tanten Koeffizienten 
nur Potenzen der x, y, z mit ganzzahligen, nicht-negativen Expo· 
nenten enthalten, oder ist die Gleichung durch l-mrethuung auf 
diese f-lestalt reduzierbar, so heißt die :Fläc-he einc."al[jel,raisclw'. 
Die Summe der Exponenten von x, !/, :: im E'inzelnen Gli~dr heißt 
der "Grad" des Gliedes; clrr höchste im Aggregat auftrctende Grad 
heißt der "Grad der GleickulIg" und damit der ..(;/'1111 Ilcr dllr-
!lestdllen Fläche". Wie S. 12 bei den ehenen Kunen zeigt man, 
daß der Grad riller Fläche lJei AasübU/,!! eil/fr TrWIS!f,r/nalioll dtT 
/.artesisclicn Koordinatl'n (rilaltUi bleibt, Jede nicht-algehraische 
Fläche wird als .,Iran,'zl'lIdud" bezeichnet, 
§ 56. Beispiel der Zylinder- und Xegelfiächen 
zweiten Grades. 
In beliebigen Koordinaten ,ei pine Gleichung yorgelegt, in d'T 
eine der Koordinaten, etwa '" nicht auftritt, z. B. die (;leid1Ullg 
y2 _ 2px = 0, die in der x, y-Eh,:ne eillp Parab(·l ,brstdlt], 6(·!l 
der Punkt P der Koordinatl'n X,!/,:: diese Glpü'!1ullg befr;edigHl, 
so g"nügen x und y der Glpichun,:f .11"-- '2)).1" = n. wüLr;nd ~ f"ei 
wilhlbar lllciht; d, h, jede,r Punkt )' der ,.lurch ~im'll l'llnhl j~n,'r 
Parabel parallel zur ,:-Ach,c \"erlaufL'ndfn Raulll, .. ,;rcden genügt 
der G1eirhung, Otl'en],ar gilt allgemein: 1\01ll/id iJl /'i/,I/' (;(, !clOIl':' 
tine (hr Kooi"dinaltil, ttll'lI~, lIi(!d {o/'. ,'(I ',Id,-tdd di,' FIIi, h. in"'11/ 
mall eiJ/!' ,,11)' :-Adisfj,aralll'7" iJ(id, rstit...: w,bipn n:lt' (;'r,,,lf '-i/Ii/' 
ditjeili!Jc EI/n'" hinjiiJu-l, welche dlll'cl, di, Gi, iI1.,II'.Cf ," ,(,r ./:.:,. 
Ebem dl/ipLstellt u:inl. Die FUche heißt einp . .z.I!i;IIr!. l"(i,j,/,,", d.e 
fragliche, in ,Ier ./', /1- El,enf> ge1fg.'ne I\: une "iId .,1. ,it!.-" t"/'" r:e-
nannt, und cli., die Flücht, bihitnclen (:erad':!l ,ind ihre .. .1/lo,/,'i-
linieli". 
Die Z!diJlr!atläc//I:n ~ rait'l! (; nul, s k,lt([\ llla" L'r:i'l·rt'chend ,j.., .. 
Gestalt der Ll'itkurHD nillJCl' eiulpil"'ll. ]Ii,: I)1.HI ,(,bon }'elratlt-
c.,. __ .. 
( 
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te te Gleichuna 1/2 _ 2px = 0 stellt einen "parabolischen Zylinder" 
dar, der in Fig-, 8ö (unter Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten) 
skizziert ist. Der gezeichnete Teil 
der Fläche ist natürlich über die 
beiden parabolischen minder nach 
oben und unten unbegrenzt fortzu-
setzen, ebenso über die beiden ge-
raden Händer entsprechend dem wei-
teren Verlaufe der Parabel. Den 
Ellipsen und Hyperbeln gehören ana-
log die .. elliptischen" und "hyperboli-
sclun Zylinder" zu, Zerfällt die Leit-
kurve zweiten Grades in zwei reelle 
Gerade, so zufallt der Zylinder 
zu'eiten Grad/~s in zwei zur z-Achse 
parallele l';bem'n, -
'-"------.. 
Fig, ~5, 
Entsteht die Gleichung einer Fläche 
durch Nullsetzen eines Aggregates von Gliedern, die in den Koor-
dinaten alle einen und deusplben Grad n haben, so nennt man die 
Gleichung homorrn vom nlen Grade in den x, y, z, Set7.en WIr JIl 
die linke Seite der Gleichung fIX, Iti/, /tz an Stelle von x, !/, zein, 
unter ft einen beliebigen Multiplikator verstanden, so ändert sich 
die linke Seite nur um ~n als Faktor, Dieselbe Eigenschaft kann 
auch der Gleichung einer transzendenten Fliiehe zukommen, wie 
das Beispiel: 
xz - y2, sin (~) + 3z2 = 0 
zeigen möge \ bei dem n = 2 zutrifft. Um die Gradbezeichnung 
auf die algebraischen Flächen allein 7.U beziehen, sagen wir all-
gemein, eine durch Nullsetzen irgendeines analytischen Ausdrucks 
entstehende Gleichung sei "homogen I'on der 1I1en D'imcl1sion", wenn 
die Eintragung von /t:r, /ty, ftz an Stelle von x, y, z die linke 
Seite nur um den Faktor I'n ändert, 
Läßt man /t alle Werte ,on - 00 bis + 00 durchlaufen, so be-
schreibt der Punkt (ILX, /tY. ftZ! die unbegrenzte durch 0 und 
den Punkt (x, y, Z) festgelegte Gerade (S, 96), Da nun eine ho-
mogene Gleichung mit (x, y, z) ojfenbar auch durch (ftx, flY, (tz) 
befriedigt wird, so enthält die dargestellte Fläche mit irgendeinsIll 
Punkte {x, y, zi stets gleich die unbegrenzte Gerade durch () und 
(x, y, ,,). Zur Konstruktion d,,!' Fläche bietet sich demnach fol-
gender Weg: Man lege et.wa oberhalb der x, .1I-Ebene eine zu 
dieser Koordinatenehene parallel verlaufende Ebene. Alle Punkte 
diesp.r Ebene haben als dritte Koordinate;: einen und denselben 
positiven \\' ert, etwa c, und erschiipfen zugleich alle Raumpunkte 
mit:: = c, Die gesamten Punkte l;t, !I, Cl der Schnittkurve der 
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fraglichen Ebene mit der durch die homogene Gleichung gelie-
ferten Fläche befriedigen die Gleichung in x, y, welche aus der 
vorgelegten Gleichung durch Eintragung des Werles z = cent, 
steht. Die Fläche sdbst besteht mm einfach aus allen beiderseits 
unbeprenzten Geraden, welche den 
Nullpunkt 0 mit den Punkten jener 
Kurve verbinden. Die Fläche wird 
als eine "Krpelfläclte" bezeichnet, 
die in der konstruierten Ebene ge-
legene Schnittkurve dient bei Her-
stellung der J<'läche als "Leitknfve", 
und die die Fläche zusammensetzen-
den Geraden sind ihre "JJlantel-
linien", während 0 der .. Scheitel-
punkt" des Kegels heißt. 
Als Beispiel ist bei Gebrauch recht-
winkliger Koordinaten in Fig. 86 Fig.86. 
derjenige "Kegel zweiten Grades" skizziert, welcher in der durch 
z = c festgelegten Ebene die durch: 
x" 'lf' a'+b'~l=O 
gegebene Ellipse zur Leitkurve hat; natürlich ist die Fläche nach 
oben über den elliptischen Rand und nach unten über den Scheitel-
punkt hinaus unbegrenzt fortzusetzen. Die Gleicllllllg dies/'s Kegds 
zweiten Grades ist: ,c' y' ;' . 
(1) (/, + b' - c' = 0: 
dHnn hierdurch ist in der Tat der Kegel gegeben, wrIeh.-\" jer.ö 
Ellipse zur Leitkurve hat.~Ian beachte, daß die durch 'I = ;. 
charakterisierte Parallelebene zur x, ; Ebene. wie llJan dun'1: Em· 
tragen von y = b in 11 ') findet, den Kegel in der durch: 
;c' _ 1 = n 
a' . 
gegebenen Hyperbel s,'hneidet. Endlich schneidet. wie wir ,'n:::< 
analytischen Beweis angehen, eine nicht durch 0 lauf,'ndt'. zu l~­
gendeiner )fantellinie parallele Ebene den Kegel in eine'r Parabe:. 
Es ist demnach möglich, einen uml !ICrI$cl!iCI/ X, gel :rl"r./lPIi Gra-
des sowohl mittels eilll I' Ellips,' IIls IIllch fit/er ll!ij,erö"/ . . '''''''~ 
endliclt auch einer Pa rrt b, I als Leilkltr~'I' """::II:,lc/l, 11. zutn Cnter-
schiede gegPllübcr den bei dpn Zylinliern zweiten nradp,; \·.,rli .... 
genden Verhältnissen (s. hierzu Fi,!!. 3·1. ~, ;li! 11ml den /ugeh,;· 
rigen Text). Artet übrigrns die Leitkllnp zweiten Grades io lw.'i 
reelle Ger~(1e aus, so ::ertill/t der Keyt'1 ;;u·,'jf,'), r;radf.< ,',.J/,,.: I; 
zwei durch () hilldurcldfw!i'nd,' EI'fllll(. 
104 Darstellung der Raumkurven 
§ 57. Darstellung der Raumkurven durch Gleichungen. 
Beispiel der Schraubenlinie. 
Zwei einander schneidende Flächen seien durch ihre Gleichungen 
in einem beliebig gewählten kartesischen Systeme dargestellt. Ihre 
"Durchdringltl1gs· oder Sclmittkln've" besteht aus allen PunktelI, 
deren Koordinaten x, y, z die beiden Fliichengleichungen zugleich 
befriedigen. Im Gegensatze zu den im I. Teile betrachteten Kur .. 
ven spricht man hier von einer "Ral~mkurt"e", d(~ren anafyf.isch? 
Darstellung durch das gleichzeitige Gl'ltw deI' belden Gldclwngen 
in x,11, z gdeistet lVl'l'den kann. Stellen die heiden Gleichungen 
. einzelne algebraische Flächen dar, so heißt auch die Raumkurve 
"algeb'raisclt"; das Produkt uer Grade der :Flächen hezeichnet man 
als den Jirad" der Raumkurve, so daß z. 13. die Durchdringungs-
kurve zweier }<'Iächen zweiten Grades eine "Raumkurve vierten 
Grades" ist. 
Eine zweite Art der Darstellung uiner Haumkurve mit.tels einer 
zu den x, y, z tretenden vierten val'iabelen Größe, eines sogenann-
ten ,.Paral/ieters", werde sogleich an einem Beispiele erläutert. 
Man wähle rechtwinklige Koordinaten und lasse eine zur ,,'-Achse 
parallele unbegrenzte Gerade mit konstanter Geschwindigkeit fort" 
während die 1Iantelfläche des durch x2 + y2 = 1 gegebenen "ge' 
raden Kreiszylinders" umlaufen. etwa in der Hichtung. daß der 
Schnittpunkt Q der Geraden mit der x, LI - Ehene den "Leitkreis" 
des Zylinders entgegengesetzt der Drehungsrichtung des Uhrzei-
gers besehreibt. Auf uer Geraden soll sich zugleich ein Punkt P 
mit konstanter Geschwindigkeit in der Richtung wachsender Warte 
i bewegen. Die von P beschriebene Haumkurve heißt eine ,.zylill-
dri8t'lte 8t11l'a1l,bf'nlinie"; der Betrag h, um den sich die Ordinate Z 
von P vergrößert, falls die Gerade einen vollen Umlauf auf dem 
Zylinder ausführt, wird die "Gallghöhf" der Schraubenlinie gt'" 
lIannt. 
Zill' Darstellung der Schraubenlinie führen wir als vierte ver-
änderliche Grüße t die Länge des vom Punkte Q auf dt>ID Leit-
kreise des Zylinders zurückgelegten Bogens ein. 'Wir nehmen di~ 
Maßzahl t = 0 in einem Augenblicke, wo Q den Punkt x = 1, Y = I) 
des Kreises durchläuft. Da Q bis zu diesem Augenblicke schon 
beliebig oft umgelaufen sein Illag und noch weiter beliebig oft 
umlaufen soll, so denken wir tals eille yeränderlü;he (}röß .. I die 
na.ch seiten sowohl ihrer negativen wie ihrer positiven W erte Ull~ 
begrenzt ist. Die Maßzahl t liefert uns zugleich das ,.Bog,nmajJ" 
ues Winkel~, den uer Radius {j Q mit der positiven .1' - Achse bi~­
det, wobei dann natürlich zwei \Verte \'on t, die um ein :'!Iultl" 
plnm VOll 1'lt verschieden sind, ein und denselben \Vinkel liefern; 
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auch kann t, da die Umlaufsgeschwindigkeit konstant spin sollte, 
als "Zeitmaß" gelten, 
Setzen wir jetzt noch fest, daß der Punkt P im "Augenblick" 
t = 0 die x, v-Ebene durchschreiten sull, so lcird die },PlImmetn'-
darstcll~Jng" der Schaubenlinie dm'ch die dl'ci Gleichungen: 
(1) 
.1: = cos t, Y = sin t, ,Z = a t 
geleistet, wobei die trigonometrischen Funktionen als solche des 
Bogenmaßes vom Winkel ':r: Q 0 X geschrieben sind nnd a eine 
konstante Größe ist. Da für t = 27t die Koordinate z = 11, d, i, 
gleich der "Ganghöhe" der Schraubenlinip, wird, "0 können wir 
an Stelle von (1) auch setzen: 
(2) x = cos t, y = ,in t, 
Eliminiert man t zwischen zweien dies!'l' un'i l~leldlUng"n, ," 
entsteht eine Gleichung zwischen ;wc-i VariabelplI, ,,'elche für alle 
Punkte der Kurve richtig ist, Such S', 101 sl!'!l! die', (;/' ic1u(/I[' 
eine Zylinder/Wehe dur, auf lcdcl!el' die Sc1'I'aubt'idiilic fIClf!!< 11 i,,(: 
offenbar kann mall düsen Zylindl'l' eill/t/eh dadlfrch kO/iSI1/UC!'I.II, 
daß man die Sch!'llubl'nlinie als "Leitkun:{''' ueJIIII:i I(i,d di{' J1(7/1-
tcllinien parullel zu der in Bctracld kommclidm ll()I,j'dilloiuiac1,sc 
laufen laßt, Die Elimination von t aus den heiden ersten GIl?i-
chungen (2) liefert naWr- z 
lieh wieder den Kreiszylin- ~ .• ~"" ....,.,----",--,~,,=.,--, :::~;::~~r~:,~:i~'~U~:~ ~ :'x 
!I ~ sin "li ~ - ',.--:r:?'l 
~:g"~f:;:'~'1;F~::t;E~-jI 
Schraubenlinie skizziert, wie Fi,~. ,"7 
sie sieh an!.!Pllähert \'un 
einelll weit 'elJtJernt.'1l Punkte der negati I'H] ,"- ,\('11,,' ,l:J r,teilt, 
Die in der Papirrebp1l8 tat<ichlich ,~ezeichnf'tl' J\llrl'P i.'t dit, del 
ersten Glpidmng (3) !~ntsl'redwndr sogf'!IamIH' "S,nll,dini, ", 
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Kap. VII. Die Ebenen, die Geraden und die H ugeln. 
§ 58. Darstellung der Ebenen in kartesischen 
Koordinaten. 
Es sei in beliebigen Koordinaten eine Gleichung ersten Grades: 
(1) ax + by + cz = d 
vorgelegt, die wir auch als eine "lineare" Gleichung benennen. 
Die Koeffizienten a, b, e, d seien irgend welche endliche Konstante; 
doch soll,'n a, b, c nicht zugleich versc/ucinden, da sonst die Glei-
chung (1) entweder identisch besteht (für d = 0) oder durc? 
keinen einzigen endlichen Punkt (x, y, z) erfüllbar ist (für d+O). 
Es gilt der Satz: Die dut'eh (1) dargestdlte Pu1ehe ist eine Ebene. 
Verschwindet nämlich einer der Koeffizienten a, b, c, etwa c, so 
haben wir nach S. 101 einen "Zylinder ersten Grades" mit zur 
z-Achse parallelen :\Iantellinien und der durch ax + by = d ge-
gebenen Leitgeraden; die~er "Zylinder" ist aber eine zur z-Achse 
parallele Ebene. Sind die Koeflizienten a, b, c von 0 v~rschieden, 
"b d' d h ' , ,d b P so u e man 18 ure X = :t: , y = y , z = z + c gege ene ar-
allel verschiebung der Achsen in Richtung der z-Achse aus und 
findet als transformierte Gleichung (1): 
ax' + b!f' + cz' = O. 
Nach S. 10:i ist die Fläche jetzt als "Kegel ersten Grades" mit 
dem Scheitelpunkt ()' und etwa der Leitgeraden ax' + by' + c = 0 
aufzufassen, welche in der durch z' ~ 1 charakterisierten Paral-
lelebene zur X;,1/ -Ebene gelegen ist. Wir gelangen also zu der 
durch diese Gerade und den außerhalb derselben Q'eleO'enen Punkt 
0' bestimmten Eb~ne. ~ " 
Da man diese Betrachtungen bei beliebig vorgelegter Ebene 
leicht umkehrt, so gilt der Satz: Jede Ebene des Raumes ist durch 
ebw lincw'e Gleichung (1) mit nicld durchgiingig versck!cindentl( 11 
Koeffizienten a, b, c dm'8Iellbar, lind jede solche Gleichul1g stellt 
tille Ebene da/', so dllß die Ebenen di!' "a1flebraisc1,en Flächen 
asten r; mde.~" I'rsc/lüpf'en. 
Folgende Spezialfälle seien genannt: Yel's('hwindet d, ~o läuft 
die Ebene durch den Nullpunkt. Verschwindet einer der Koeftl-
zienten a, ~I, (', so läuft die Ebene parallel zu der in Betracht 
kommclluen Koordinatenul:hse. Verschwinden endlich 7.wei unter 
den Koeffizienten a, b, c, so läuft die Ebene parallel zu einer 
Koordinatenebene. Auch die Umkehrungen dieser Sätze gelten. 
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§ 59. Die Normalgleichungen der Ebene. 
Die Gleichung (1) § 58 nennen wir "allgemeine Gleichung" der 
Ebene. Durch Zusatz geeigneter endlicher und nicht verschwin-
dender Faktoren entstehen die "Normal:Jleichungen" der Ebene. 
r. Erste Normalgleichung einer nicht durch 0 laufenden Ebene. 
Da d ",. 0 ist, so sind die drei Quotienten: 
d=l d_ m d=n 
a 'b - , c 
von 0 verschieden; sie können im speziellen auch :::00 sein, jedoch 
nicht alle drei zugleich. Die Multiplikation der Gleichung (1) § ;)8 
mit (1- 1 liefert die "erste Normalgleicll/mg" deI' Bbc/ll': 
(1) ;1' + 11 + z = 1. I m n 
Ist I endlich, so genügt der Punkt (I, U, 0) der Gleichung (1). 
Wir finden: Die Größen I, m, n sind die Koordinaten x bzw. y 
und ;: der Schnittpunkte der Ebene mit den Achspn. Auch der 
Fall unendlich großer 'Werte I, JII, JI ist sofort verständlich; ist 
z. B. n = 00, so Hiuft die Ebene parallel zur :-Achse, so daß die 
Koordinate des Schnittpunktes der Ebene mit dieoer Ach~8 in der 
Tat 00 ist. 
TI. Zweite Normalgleichung einer Ebene bei /'I'ch/"'il1kli!71'11 1:\ 
Koordina ten. 
Läuft die Ebene nicht durch 0 hindurch, so habe das Lot von 
() auf die Ebene die Länge p und die Richtungswinkel CL, p, {'. 
Der Nullpunkt, irgendein Punkt (x, y, ZI der Ebene una d"r Lot-
fußpunkt (p cos CL, J! cos p, p cos ,) bilden pill ret'htwinkligfls 
Dreieck mit dem letzten Punkte als Scheitdpunkti" ,]"s rechten 
Winkek Demnach gilt ((:]1 S. rnl): 
x~ + !/ + ;:2 = (I,X - 11 cos «,2 -+ JI - p c"g /).' + : - J! co' /,;e 1 +- }12 
oder nach einfacher Umrechnung unter Benutwn..: yon I:?: S. (1·1: 
J.' cos IX + ;11 eos;3 + : cos {' - l' = 0. 
Läuft die Ebene {lurch () hindurc·h. so prri"htc· man in (/ auf ihr 
nach der einen oder anderen Snite "in Lot der Län:::e 1. th',sen 
Richtungswinkel wieder CI. ß, y ,ei<:ll. Bei \\"'I'hsrl d,']' Lotrich-
tnng werden IX, p, {' wgleich durch ihre \'ehl'nwillkel er;;etzt. 
Jetzt bilden 0, irgenrlpin Punkt (.r, .11, : ') ,j"r Eb"ne uml der L"t-
endpunkt (eos Ci, ros 13, "I)S ,.'; pin rec!Jhvill klig"s Dn-i",·k mit (I :ll, 
Scheitel des rf'chten Winkels. AL.o ,!li]t: 
1 {)iesl~ besondere Yor,ltlS~etzung di':!lt lief r~'1··'lnfa('buD;! d"r fv1-
gell den Formeln. 
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(Xl + y2 + Z2) + 1 = (x - ros rlj2 + (y - cos ßi + (z - coS,,)1 
oder nach einfacher Umrechnung: 
(3) J; cos« + y cos ß + z cos I' = 0, 
eine Gleichung, die sich der Gleichung (2) für 11 = 0 unterordnet. 
In (2) bzw. (3) haben wir die "zu'eile Norma./gleiclllrllg·' det' Ebene 
vor UDS; sie ist. eindeutig b~stimmt, W(>Dn die Ebene nicht durch 
o läuft, dagegen zweideutig, wenn () auf der Ebene liegt, wobei 
jedoch die beiden Gestaltpll d .. r Gleichung durch Zeichenwechsel 
der linken SeitAn ineinander ül.Jergehen. 
Wird die allgemeine Gleichung (1) § 58 dureh Zusatz des Fak-
tors IJ in die zweite Xormalgleiehung ühergefiihrt, so gilt: 
(4) r;a=eosrI, r;b = cos(3, IJc=cos,', r;d=p. 
Durch Quadrieren und Addieren der drei ersten Gleichungen folgt 
bei Benutzung von (2) S. !l4: 
r;2(a2+ b2 +C2) = 1 
und also, da a2 + b2 + c2 > 0 gilt: 
(5) r;=.-'... 
- Vu'+ b'+ c' 
Das Vorzeichen bleibt für rI = 0 frei wählbar, entsprechend den 
heiden Gestalten der zweiten Xormalgleichung; für d -+ 0 muß 
Gd = P > 0 sein, so uaß uann: 
(6) S~Il (d) r;= . "_ .. 
+ l'a'+ Z,"+ c' 
der zur zweiten Xormalgleichung führende Zusatzfaktor ist. Man 
merke noch an: Das Lot P lind damit die ElIffer111tng des Sull-
punk/I.' 0 (Oll der durc!, \.1) ~ 58 gegebene/l Ebelie ist: 
iIJ d· SO'Il (d) p=ad= ..... ., ·-'-·'e 
+ l'{/' + z,'+ c' 
d 
+Va"+ b'+e" 
ß GO. Abstand eines Punktes von einer Ebene. 
"Gm den Abstand q des Punktes (1'0' !Jo, Zo) von der durch (1) 
S 58 geg:t'henen Ebene, d. i. diü Länge des Lotes vom Punkte auf 
die Ebene, bei Gebrauch /"I'cldlfinkliqer Koordinaten zu berechnen, 
üben wir die Parallelvencbiebung x = x' + 1'0' Y = y' + Yl)l 
,: = ~'+,:o Jer Ach:en. auf den Punkt (:ro, !in, zo) als neuen Null-
punkt 0 aus, wohPI dH' Gleicll11Dg der Ebene übergeht in: 
/IX' + by' + t"z' = 11', Ir = cl - axo - b!io- t"zo' 
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Aus (7) § 59 folgt somit: Der Abstand des Punkles (;to, Yo, "'0) 
von der dllrclt die Glrichung: 
(1) ax + by + cz - cl = 0 
grgebenen Ebene ist: 
(2) _ aXQ + byo + cZo - d q - ----"-~- .. _--- , 
+ya2 + /)'+ c' 
tfird also ,ljelCOnnen, indem man ill die linke Seite der (aciell/mg 
(1) die Koordinaten :1'0' Yo, "0 des Pllnkti's eintr'l,ljt und den siel, 
ergebenden -Wert, al!solut genommen, durch -;- }/~;~ +-[,2--1--;;2 teil!_ 
§ 61. Neigungswinkel zwischen zwei Ebenen 
Zwei Ebenen seien in recMu'ilikligfll Koordinaten durch: 
(1) a1 x + b1 y + Cl" = d1 , (/2'" + U,,!I + c,,, = d2 
gegeben. Schneiden sich diese Ebene!!' so bezeichnen wir mit d 
die eindeutig bestimmte Maßzahl eines ihrer ~ eignngswinkel, d~r 
nicht größer als ein rechter ist_ Zur Berechnung von <l erridnen 
wir in einem Punkte der Selmittgeraden die beiden zu lien Ebp-
nen senkrecht verlaufenden unbeQ"renzten Geraden. deren vier zu 
Paaren gleiche \Vinkel gleich 0 ~lld l)tiOo - VI sind_ Zu Jie,en 
beiden Geraden laufen die Lote 'Oll 0 auf die Ebenen 1) paralleL 
so daß der Winkel zwischen diesen beiden Loten glrich d o.ler 
(1800 - 0) ist. Sind C<j, Pi> "I und C<2' P~, h die Richtungswinkel 
dieser Lote, so gilt nach (a) S. 95: 
('2) cos (\ = . COS {il COS ('2 + COS 111 COS ß2 + CO, i'l co~ i'! i -
~Iit Benutzung von (4) und (5) ~ 59 ergibt sich: Der mit ~ h,-
zcichwte Xei,IjIHUISwink,-[ df'l' /Jei,lm Xbewii (1) ,Hit sich ;" ,/, J' 
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(3) cos<l = (11°2 -T- ()1 b:= -+- ('1 ('! r (!t 2 + h1 ~ + f\ ~ . 1 (I't:! + b't. '! --:- c~ :! 
Ist <l ein rechter "~inkel, so heißen <lir Ebenf'll ,,"rI111"llil/lll": 
das Kennzeichen orthogonaler Ehencn i;;t: 
(4) 
Sind die Ebenen parallpl, sn sin<l di~ wie ohen 7H erkiiiremlel\ 
'Yinkel «1' PI' "i entwerler dPD \Yinkeln (i~. !)~. i'2 n,.ler ihrpll X,·-
benwinkeln bz\\", gleich. Die z\\-eit"11 Xnrmal,,,l.:i"!ilm.:<:n dH Ei,,~­
nen stimmc'fi also, abifc,rhen von den A l,s, ,llltgli",lerll. ii],p!"o'ill 
oder die ein~ geht tInteIl Zm;al;, ,Ie, Fakt"r,; --- 1. n)'g""eb"t\ v(\n 
1) Fall •• Ji,' rinzl'lne Ebene dllrch () l:in,iul"chlilnft, Öd i-t "!ii Ihr 
das Lot in 0 zu errichten. 
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den Absolutgliedern, in die andere über. Da die Gleichungen (1) 
von den Normalgleichungen nur um 'Faktoren 0'1 und O'j/ (vgl. (5) 
bzw. (6) S. 108) abweichen, so folgt leicht: Kennzeichen paralleler 
Ebenen ist die Proportion: 
(I) ) al : 01 : Cl = a2 : b2 : c2 ; 
die eine Gleichun~ läßt sich durch Zusatz eines Faktors so um-
gestalten, daß sie mit der anderen, abgesehen von den Absolut-
gliedern, übereinstimmt. Die Gleichungen (2) und (3) bleiben in 
Gültigkeit, indem sie cos rl = 1 und also J = 0° liefern. 
§ 62. Dreiecks- und Tetraederinhalt. 
Zwei Punkte Pp P2 der rechtwinkligen Koordinaten Xi' UiT Zj 
mögen voneinander und von 0 verschieden sein und sollen nicht 
mit 0 auf eine1" Geraden liegen. Dann bilden 0, PI' P2 ein Drei-
eck nicht-verschwindenden Inhaltes D, den wir auS den Xi' Yj' Zf 
berechnen wollen. Der Punkt Pi möge den Radiusvektor l'i von den 
Richtungskosinus a" bl , Ci haben, welche sich nach (1) § 51 zu: 
(1 ) (i = 1,2) 
bestimmen. Bezeichnen wir mit {} den Winkel zwischen 1'1 und 1"2' 
so ist 2 D = 1"11"2 sin {f, wobei sich sin {f nach (4) S. 95 berechnet. 
Unter Eintragung der Werte (1) der Richtungskosinus ergibt sieb 
als AU8druck (les doppelten Dreiecksinhalte.~ in den Koordinate» 
Xi' Yi' Z,: 
(:2) 2 D = + y'(Y1Z,-- Y2Z1)' + (ZlXS- Z2Xl)' + (x1Ys -=X2y;)2. 
Ein dritter Punkt Ps der Koordina.ten Xa, Ys, Zs liege nicht in 
der Ebene des Dreiecks. Dann bilden die vier Punkte 0, PI' P2' P:; 
die Ecken eines Tetraeders mit nicht-verschwindendem Inhalt 1', 
den wir gleichfalls in den x" Yj' z; darstellen wollen. Die Ebene 
des eben betrachteten Dreiecks hat zur Gleichung: 
(3) X(Yl"2-Y2Zl) + Y(ZlX2-<2Xl) + zCxtY2-;r2Yl) = Oi 
denn diese Gleichung stellt, da der Radikand in (2) gräßer als 0 
ist und also die Koeffizienten von x, y, Z in (3) nicht zugle~c~ 
vprschwinden, eine Ebene dar; und offenbar wird die Gleichung Iß.l 
durch die Koordinaten yon 0, PI und P2 befriedigt. Für den Ab-
stand h des Punktes Pa von uieser Ebene ergibt sich aus (2), § 60, 
S. 109: 
h =x. (y,:. - Y. z,) + Y. \", x. - z. xJ.L+'3. (:X:Iß~-=-..5..Yl) . 
iD 
Nun i,t aber lIach einer Elementarregel 31'= Dh; es gilt also: 
(4) ± 61' = ,ttlh:3 + 1.·.!fS ZI + XSY1,:'2 - x3 y~zl- X2Y1Z3-XIYSZ," 
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Zur Bestimmung des Vorzeichens nehmen wir eine gleich näher 
zu bezeichnende stetige Drehung des Tetraeders um () ohne Ge-
staltsänderung desselben vor. Dabei ändern sich die Glieder des 
Aggregates in (4) rechts stetig; ihre Summe kann sich demnach 
auch nur stetig ändern. Da aber der von 0 verschiedene \Yert 
der Summe entweder gleich + 6 T oder gleich - 6 l' ist, und ein 
Wechsel unter heiden \Verten eine unstetige Änderung sein würde, 
so ist der Summenwert während der ganzen Drehung entwedpl" 
nur gleich + 6 T oder nur gleich - 6 T. Durch die Drehung 
~öge nun PI auf die posi.tive x-Achse verlegt werden, P2 aber 
1D der Art auf die x, y - Ebene, daß Y2 > 0 wird. Da jetzt J"l > 0, 
'1ft = "1 = 0, Y2 > 0, Zt = 0 geworden ist, so gilt: 
± 6T = X1Y2ZS, 
so daß das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem "3> 0 
oder< 0 ist. Bei Übertragung einer auf die Achsenkreuze be-
zogenen Bezeichnungsweise finden wir: Der srchs{'aclle Inhalt des 
Tetraeders der Ecken 0, p!, P2 , Ps ist durch die Gleitlollig (4) 
.gegeben, wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nachd'lll die 
Radienvektorer/ OP1 , 0 P2 , OPs in dies/T Anordllll11.f l ein .,Reclds-
system" oder ein "Link."s!}stem" bilden. 
§ 63. Darstellung der Geraden in kartesischen Koordinaten. 
Zwei nicht-parallele Ebenen, gegeben durch: 
( 1 ) a1 X + b] y + Cl Z - cl] = 0, a 2 J' + b2 !1 + 'V - d2 = () 
schneiden sich in einer Geraden. die nach S. 104 dlln1/ das I,[rich-
zeiti.qe Bestehen der heiden Gleichungen (1) dargestrIlt ist. I;t um-
gekehrt eine rlerade im Raume gegeben, so legen wir durch cli,', 
selbe zwei verschiedene Ebenen, tl/lnh duol (;lfi"111I/i9PII1"IIlI' (l.i 
die Gerade dargestellt wird. 
Sind 1111' 111 2 irgend zwei endlirlH', nicht zugleich yersch,,;n· 
dende Faktoren, so wird die lineare Gleicllllllg: 
(2) tn] (al x + bl Y + Cl" - dll - m~ (a~x ..;... O;!I -+- c,:: - d, ' ~~ 0 
durch jeden Punkt der Geraden erfiillt. .-\nderer;;eiF l,pst,-·ht s>. 
nicht etwa identisch; denn gilt z B. 1/11 ='"' n, so i,r I.iie Gl .. i-
chung tur irgendeinen nicht' auf der Geraden gt·le"rlll'li l'lI11kt 
d"r zweiten Ebene nicht erfüllt. )lad] S. 106 st.-.l!t :1l;" ::!) für 
jedes Paktoreupaar Jil I , m~ "in" EhetlH dar. dip. wie st~h<ln f,>s(' 
gestellt ist, unsere Gerade enthält. Irg~n,Jeill" die I;era.j~ ('ntllr,;· 
tende Ebene kann man durch /lie Fonlerll!lt! he'stimmen. da 13 ,ir 
durch den nicht auf Jer Geraden !!el"1!enell PUll k t : J,). !lü' :n: h i r.-
durchHiuft. Dann sind die heidf'n \\" er('>: 
1/11 = (/2;1.'0 + D2Yo + c2"o - "2' Ii,~ ~=' (ll XO + /1 1 !Io _. '1:" - d~ 
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jedenfalls nicht zugleich gleich 0; für diese m1 , 1112 aber läuft die 
Ebene (2) durch den Punkt (xo,yo,zo)' Also klJnncn 1dr jede du,reh 
die Gerade hindul"chlaltf"ende Ebenl~ in der Gestalt (2) darstellen. 
§ 64. Die Normalgleichungen der Geraden. 
Durch ~weckmäßige Auswahl der beiden sich in der darzustel-
stellenden Geraden schneiuendcn Ebenen gelangt man zu "Normal· 
gleichungen" der Geraden. 
I. Erstes System der Normalgleichungen einer Geraden, die 
nicht zur y, z- Ebene parallel läuft. I) 
Da die Gerade alsdann weder zur ;-Achse noch zur y-Achse 
parallel läuft, so gibt e,; zwei eindeutig bestimmte Ebenen durch 
die Gerade, deron erste zur z-Achse und derllll ~woitf' zur ,li-Achse 
parallel läuft.") Die nIeichungen die,;er Ebenen haben Jie Gestalt 
(S. 106): 
wobei b1 und 1'2 von 0 vers<.,hieden sind, da and!1rnfalb die Ge-
rade der Voraussetzung zuwider in einer der y, Z - Ebene parallelen 
Ebene liegen würde. Demgemäß sind: 
a l d l = ' a, d, ~ /;1 = )\ , b, .. , c, = t' , c, = I' 
vier endliche Zahlen, und man gewinnt VOll jenen beiden .Ebenen 
aus die Xorma7.qleiclllwgen tIer GI'/"lJIlen: 
(1) y = l!.X + )., Z = /Lx + v. 
II. Zweites System der Normalgleichungen einer Oeraden oder 
"Zweipunktform" der Geradengleichungen. 
Läuft die Gerade zu keiner Koordinatenebene parallel, und Bind 
(Xl' Yl1 Zl) und (x!, 112' "2) zwei ver~chiedelle Punkte der Geraden, 
so kann weder Xl = x~ Doch Yl = !.l2 no eh auch Zl = Z2 zutreffen. 
Die "Zll'eipunkt(orlll" der Geradengleichungen ist: 
(2) .c -:-:.:t'!._ = Y ~ Yl Z -ZI_. 
X, ~ Xl y, ~ y, Z, - Zl 
Diese "dreigliedrige" Gleichung ersetzt nämlich zwei lineare Glei-
chungen, deren jede durch die heiden Punkte (x., y" ".) erfüllt wird. 
Ist die Gerade zu einer Koorc1inatenebene, etw~ d~r J', y -Ebene, 
parallel, so tritt an Stelle von (2) das Paar: 
(3) 
1) Damit ,BOl! auch ausge~chlossen "ein, daß die Gerade in der 
y, z-Ebene hegt. 
. 2) Wi.rd di~ z-Achse von der Geraden geschnitten, so ist die durch 
diese bOlden treraden fe;tgelegte Ebene gemeint. S. übrigens die Be-
trachtung am Anfang von § 66, S. 116. 
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Ist sie zu Zifr.! Koordinatenebenen und damit zu einer Achse, etwa 
der .z-Achse, parallel, so hat man anstatt (2) die Gleichungen: 
(4) 
IH. Drittes System der Normalgleichungen einer Geraden be: 
rechtwinkligen Koordinaten. 
Eine vom Nullpunkt 0 eines recldlcinkligen Koordinatensystems 
ausziehende Gerade habe die Riehtungswinkel Ci, ß, /'. llie Koonli-
naten ihrC'l" ] 'unkte sind x = r cos Ci, 11 = r cos ß, " = r eos /', \\'0 I" 
von 0 bis 00 zu wachsen hat, wenn der Punkt (x, 11, :) die Gerade 
beschreiben soll «1) S.96). Die Verlängerung der Geraden VOll 0 
nach der anderen Seite ins Unendliche liefert weiter die PUllkt.: 
(- T COS a, - l' cos ß, - 'I' C08 I)' Es wird also der Punkt d"l" 
Koordinaten: 
(5) :r=!cosc<, y=tcos(3, ::=tcosj' 
die beiderseits unbegrenzte Gerade be;;chreiben, wenn \'on-X) 
bis + 00 wandert. 
Eine durch den Punkt (;.t·o' Yo' "0) bindurchlaufende , mit einer 
Pfeilrichtung versehene Gerade habe gegen die positi\'eil "\chsen 
die "Richtungsunterschiede" IX l/3, y. Übt man ,lie durch .( =.e' + .1 0 ' 
Y =!f' +!lo' ".=;;' + "0 gegebene Parallel\"e1"schiebuug der _\eh5~n 
aus, so gilt im neuen System x' = t cos a, i/ = t cos ß, :' = 1(:05 (' 
für die Punkte der Geraden; also beschreiht im urspriinglil'llf.'n 
System der durch: 
(6) x=a'o+fcosrr, ,lf=!lo+tcosß, ==';-o+t,~(),;: 
gegebene Punkt die Gerade, falls wieder t \on -x bis -;- "Xl 
wandert. In (6) und (;)) ist eine "Para/}/!tl'J"dal".,II.'IIi/I,O" d"1" ,';,,-
raden gewonnen (S.101), 
Ist die Gera<le zu keine!' ](oonlinatpnd,pne parall.·!. Sc, -1Jl,l 
ihre Richtungskosinus von 11 vPl"sdlietlt'n. Uann {"lgl au" t) , 
durch Elimination von t: 
(7) ~-= .J:~~ 
cos « 
!I-il" 
cn~ t)l co:;; " 
als in Aussicht aellommenc, :S1f.'fnH 1"1;// .YOl"iIIll l,,!I'ic1Idli'i'". TI",' 
Punkt Va' !to, ~o) ist auf der Creraden frei wiihll;ar: da::;,:!pll .'itll.l 
die RlChtung,kosinus durch .lie (icrade riwlflltiif .he5tilllrJlt !.,i::; 
auf einen gemeinsalllt'll Zeicbenwpchsel. der h,·i ,\ll,lerullC' ,j'-I" 
Pfeilrichtung eintritt. -
\Vählen wir als l',mkt (J'o' !f.l':O! inshr,,,wl,.re den SchnitT· 
punkt der Geraden lIlit der !}.:' Eh"n.'. s, ,,-,i1t .f"" = '), und man 
findet aus (7 I: 
, (CO' ß" (c;" .: Y = " ):X -I- 1/0 , : = • ) ,r - :0' eo~a/' CO~ti,· 
TeubDPrtl Leitfäden: :Fr i c k (~\ .\nal.yt. (:;'eOlllctri,' 
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womit wir die Gleichungen (1) wieder gewonnen haben. Wir er-
gänzen die Betrachtung der Nonnalgleichungen (1) durch den 
Satz: Die Bedeutung der Absolutglieder A, v ist die, daß (0, A, v) 
der Schnittpunkt der Geraden mit der !/, z-Ebene ist; im Falle 
rechtwinkliger Koordinaten gilt für lt und I' die Proportion: 
(8) 1 : lt : I' = cos a : cos ß : cos i 
so daß lt und /L als die "Richtungskoeffizienten" der Gleichungen 
(1) zu bezeichnen sind. 
§ 65. Abstand eines Punktes von einer Geraden. 
In rechttcinkligen Koordinaten sei eine Gerade durch: 
(1) 
gegeben 1). 
Gleichung: 
(2) 
y = ltJ~ + A, Z = I'x + v 
Die zur Geraden senkrechte Ebene durch () hat zur 
x + ltY + /Lz = 0 ; 
denn das in 0 auf dieser Ebene errichtete IJot hat zufolge der 
zweiten Normalgleichung (3) S. 108 zu 1, X, It proportionale Rich-
tungskosinus, l!i.uft also zufolge (8) § 64 zur gegebenen Geraden 
parallel. 
Der Schnittpunkt der Ebene (2) mit der Geraden (1) ist der 
Fußpunkt des Lotes von 0 auf die Gerade; die LotHinge p gibt 
den Abstand des Nullpunktes 0 von der Geraden an. Nun findet 
man die Koordinaten x, y, Z jenes Fußpunktes durch Auflösung 
der Gleichungen (1) und (2) naeh x, y, Zj insbesondere ergibt sich: 
:1;=- >tl+"v 
1 + 1<' + ,," 
während y und z durch Eintragen dieses Wertes x in die Glei-
chungen (1) gewonnen werden. Für den Radiusvektor p des frag-
;ichell Punktes (x, y, z) folgt: 
p = V;~2+'(x;+-i)2+C/LX+ v)J 
= Vx2 (1-+ x~ + ,u2) '+ ·2;'(lt). + /Lv) + -i2 +,,2. 
Dur~h Einsetzung des eben herechneten Wertes von x erhält man 
.len Satz: Der Abstand p des Nullpul1ldes () I.'on der durdl (1) 
gegfuen(ll Geraden ist: 
',3') p= V\"V-I.")'+~'+J". 
1 + ,,' + ,,' 
1~ Das Koordinatensystem ist also so gewählt, daß die y, z _EIJene 
nicht zur Geraden parallel iot. 
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Um daraufhin den Abstand q eines beliebigen Punktes (3:0 , Yo. zo) 
von der Geraden (1) zu berechnen, üben wir, wie üblich, die Par-
allelverschiebung x = x' + xo, Y = y' + Yo' " = ;' + "0 aus und 
finden in den neuen Koordinaten an Stelle von (1) die Glei-
chungen: 
y' = ltX' i- (A + ltx'o - Yo), z' = ftX' + (v + ,,;to - .0)' 
Die Gleichung (3) liefert nach kurzer Rechnung den Satz: Der 
Abstand q ([ps Punktes (:ro' ?1o' %0) t'MI drt' Geraden (1) ist: 
(4) ,,=1 /(x~-ll'+I'Yo-1IZ~)"+("+:xXo.=Yo)·+(.,+/<'t'''-:(')'. 
, :L r· l+x'+/<-
S 66. Kürzester Abstand zweier nicht-paralleler Geraden. 
In rechtwinkligen Koordinaten seien zwei nicht-parallple Gerade 
durch die Gleichungenpaare: 
(1) t' y = r.1 x + Alt Z = 1'1 X + 1'1' Y=X2X'+~. ,.-11.21'+"" 
gegeben 1.1. Der kürzeste Abstand q eines Punktes der ersten 4~e­
raden von einem solchen der zweiten soll berechnet werden. 
Wir nennen die Geraden kurz GI und G2 , wählen auf ihnen zwei 
beliebige Punkte PI und P2 und legen durch PJ eine Parallele Z11 (;2 
und durch Pi eine Parallele zu ~" 
GI' Damit gewinnen wir zwei ~>". 
Winkel mit parallelen Schen- /~ E~ / 
keIn, die zwei Parallelebenen EI ,~_.-~-~ ;; 
und 1':0 festlegen, VOll denen diE' '7'-'-
eine a: und die andere (;2 t'ut.- 0/" 
hält (Fig. 88). 'Weitfl' errichte '(:, '1.! L; 
man längs GI eine zu J.'I ,en k- G, 
rechte Ebene, welche (da U1 '.~~ Fl~ " 
und G2 nicht parallel ~ind) 02 
in einem endlichen Punkt P sehneidet .. Das Iot I'I,! ,'0" l' 'm; E j 
trifft mit seinem FlIßli/ltikt Q die Gn_~lIdp (;1' .. t,N (//Ir' ',,'id, I/ (;f-
raden sfn};)"l'dd muT l'l'gild io 'I = 1'(/ (Ieli l.'iir:u'lnl A.I,.-!,wd cl",. 
GCl'a!ltw. du zlIglt'i.ch da .-f'IIkrrclde Ab-land i./, .. 1"lra/leld"",'// 
Rl' E. ist,. d~nrl jede :llldt're Yerhindung~g/raJ(, zweier PunkTe 
von (;"1 und (;t verläuft nicht senkrpcht ZII 1-:1 \lud F, !lud bat 
Jemnach eint' Längtl >'1, 
Bezeichnen wir mit (I, U, C die HidltUll~Sb:o,iIlll'; .je" Lütt·, I't,'. 
so gilt, da dass!'lbe zu (;1 und (;2 spnknwht nrJaufr, mfol,!!" , :1 i 
i'. 9[) und (8) S, lU: 
," 
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a + 1\lb + t'lC = 0, ({ + 1\20 + 1'2/; = 0, 
und man findet durch Auflösung nach den Verhältnissen der 
a, b, c: 
a: b: c = (Xl 1'2 ~ X21'1) : ({tl ~ (t2): (X2 ~ 1\1)' 
Die Ebene Ei) als senkrecht zu PQ verlaufend, ist durch: 
("11'2 - "2fLJ x + (1'1 - t(2) Y + (1\" - XI) Z = d 
darstellbar, wobei mall das noch unbekannte Absolutglied d aus 
der Bedingung bestimme, daß EI den Punkt (0, Al' VI) f~nthält: 
(2) ("11'2- X2,llJ X + (1'1-1'2) (y - ;'1) + (x2- XI) (z - VI) = ('. 
Die gesuchte Größe I] kann man nun auch als Abstand des in E~ 
gelegenen Punktes (0, A2' 1J2 ) von der Ebene BI ansehen und findet 
demnach auf Grund von (2) § 60, S. 109, den Sah: J)('f kiir;!pste 
Abstand q rlel' (leiden r'l!/t'ch (1) gcgebenen niclil-parallelen Ge-
raden ist: 
13) I] = I (", -- ".' (", - ",i - (Ä, --- A, I (I', -=./LJ 
, V(", /Le - ".11,)' + (!L, -1',)' + (x, ",j' 
Als besonderer Fall ergibt sich: Die ueiden dl/reh (1) da",~/('­
stell/en nielll-parallelw (i/'raden 1/'crden .,ich std8 lind nlll' da·nY! 
im Raume tretrell, lernt< die Bcdilt!JUlI!/ iJcstdd: 
i 4. (lIl - %2) ("1 - l'z) = (,l,1 -- )..2) (~ll - 1',). 
S 67. Gleichung der Kugel in rechtwinkligen 
Koordinaten. 
Cm bei Gebrauch rccldl/:inkliqer Koordinaten eine Kugel (d. i. 
eine Kugeloberfiiiche) vom Radius (! und vom )Iittelpunkte (a, b, (.) 
durch eine Gleichung darzustellen, heachte man, daß die Kugel 
au,; der Gesamtheit der Punkte (x, !/, :) besteht, die vorn Punkte 
(a, /1, c) den Abstand!? haben. .\ns (2) S. 9:) folgt <1amit: Di,' 
Gleiclmng da Ku.//el luit dem Radius (!/wd '[em 1JIittdpunlJl' 
(a, b, c)istin rechIICinkli[/ill Koordinaten: 
(1) IX - (1',2+ \y -lll+ V - c):.l= (12 
1./1/11 abu. Irenn deI' Jiiltd}Junkt illo/N'sol!del'!' dl'l' ~\~/(llpunkt 0 ist: 
( 2, 
.-0 (iltß l1i(' ]{u!/el zu deI! ,.algebrai-5chclI Flliell/'u zweiten Grade.'" 
[I! hiirf. 
Entwickelt man in (1) links die Quadrate, so kann man d,'t' 
Ku;!elgleichung auch die Gestalt f'ehen: 
(;; i .1." + !/' + z~ - :! (1:1: - :! b y - :2 c" + d = O. 
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Die Gleichung (3) ndt beliebigen Koeffizienten a, b, C 1I11d eil/em 
Nar der Bedingung: 
(1-) d < a2 + 02 + c2 
untencOrff)1l'tl KOl'ffüiel1ten d stellt also immer eim.' Kllffel ,laI", 
li/im lieh diejeni,'le des Radius + V ~2 + 02+ c"~' cl 1!1u] (/"B ][ittei-
pUI/1etes (a, 11, c). 
, Ist l' der Hadiusvektor ues Punktes (x, !I, z) und sind et, j'J, y 
dessen Richtungswinkel , so kann man die KUllelglpidlUng i 3 ) 
auch in die Gestalt kleiden ((1~ § 51, S. 94): 
(.51 1.2 _ 2r(a eoset + b cosß -T' G COs;:) + d = o. 
§ 68, Darstellung der Tangentialebene der Kugel. 
Ver Mittelpunkt der Kugel des Radius f! ;;ei der Nullpunkt 
aes rechtwinkligen Koonlinatensysü'lw;, ,'0 uaB dip Kugelgleichllng 
die Gestalt (2) § 67 hat. Ist (1(, (, w) irgendein Punkt d~r Ku-
gel, so gilt hiernach: 
(1) /{2 + ,,2 + 1l,2 = f!2. 
Eine durch (u,1', /(.) lIindurchlanfende (;rrade uer Riehtun.r-;-
kosinus (10' bo, Co ist ~ach (ü) S. 113 durch uie "Parameteru;r-
stellung": 
(2) x=u+aol, 1/=/)+001, :=I/'-;-col 
angebbar. Sie schneidet die Kugel außer in Cil, I', /(") noch in 
einem zweiten Punkte, dessen Parameterwert t gleidlfalls d rri 
der Kugelgleichung (2) ~ 67 genügende ;1',,11,': lideI1: 
(u + aotY+ (v + oot/+ (i/' -+ c,//= !!~, 
Bei Entwicklung der linkplI Seite ullter BellutZlltl:'; \""11 1 1 ,o,l"ie 
Yllll (10 2 + /'0 2 + c/ =·1 nimmt diese in i 'illadr:lli-('1li' I;j,·j"]!;:,lt! 
die Gestalt an: 
2t (UOI( + bol' -;'~ (ON"} + /'.:. ~ n 
und liefert in ihrer Liisllng t = Ci .1,'n "unkt (,(, '. 1/' I, in i!: n,,' 
zweiten Lösung: 
t ~ ... - :! (110 ,( + /'0 /' _:.. Co 11' I 
"hpr eben den zweitf'll Sehnittl'ullkt d,,)' I ;"radpll ':!: 1I1it 'l~r 
Kugel. 
I :enügen die Hj,·]ltUIlg:;ko,iullS 11", °0 , '0 d,:r (;l~i"hlll1": 
i,:j) "O'( + uQc -+- 'o,e = 11, 
;'0 fällt drr zweite Schnittpunkt mit dem ,'rstpn ;.(. C, 11': 111'<!lU' 
lUPD. Eine Gnade (21, derl'lI Richlillip"/'"o.,ilt i /" di,' (;[,icl"u':l :; 
I,elriedigen, heißI deli/nach "im' ~ .1/1/ B, rii}I/'1/Ii'/"1 "U ,/."i/ "I, ,'. 11" l 
,qfltijJ'!'ilar; "KIIg,l/an{!f'lIt"". 
11l:1 Pol und .Polarebene in bezug a.uf eine Kugel 
Ist (x. y, z) irgendein Punkt einer solchen Kugeltangente , ~o 
findet man, indem man die Darstellungen (2) dieser x, y, Z mIt 
~l, t', w multipliziert und addiert, mit Benutzung von (l) und (3): 
(4) xu + yv + z'tC = (12. 
Jede Kugdtan.'lente des Beriihrungspunktes Vt. v, w) ist demnach 
in deI' dUl'ch (4) dargestellten Ebellc {Ielet/PII. welchr lIIan als die 
"Ta.nge1!tialebene" der Kugel mil dem B("/'i;hrml!/spullkt~ ('11. ~'.. w) 
bezeichnet. 
Die vorstehende Überlegung führt auch hei den im nächsten 
Kapitel zu betrachtenden Flächen zweiten Grades zur Auf~tellung 
der Tangentialebenengleichungen.1) Für die Kugel allein hätten 
wir uns darauf berufen können, daß die Tangentialt'bene auf dem 
Kugelradius des Berührungspunktes (11, r, w) senkrecht steht. Die 
zwpite Normalgleichung (2) S. 107 der Tangentialehene ha.t dem-
u ·V 11' 
nach p = o. und die RichtunoO'skosinus d~s Lotes J' sind , • , 
,. e e fl 
so daß die mit 0 multiplizierte Xormalgleichllll<' sofort di" <1lei-
chung l.t) ergiht. " 
§ 69. Pol, Polarebene und reziproko Polaren in bezug auf 
eine Kugel. 
Die durch (:2) Si 67 gegebene Kugel hp,iße kurz 1(. Bin yon {J 
verschiedener Punkt P der Koordinaten 11, 'V, 1/.' liefert eine durch: 
Cl} :i'H + !Iv + ZII' = rl 
dargestellte, dem Punkte P eindeutig zugeordnete Ebene, 'l~'elc"e 
als die "Polarebcnc" des Pl.Il1kfes P in bezug auf die K1!grt f( be" 
zeichnet wird. Dmg,:kehrt heißt dfr PlInkt (u, v, 1(') deI' "Pol" dtt" 
Ebene (1) in bezug 111ft' K, 80 daß einer beliebiCTen, nicht durch 
• , 0 '1/ 2 b ' ce') o lautenden Ebene a.l: T b!j + I:Z = (l <1er Punkt (,i, -; .. , -,( 
als Pol zukommt. 
Hat d~r Hadiu, ... ektor r = + Vu" + v' +;r2 des Punktes P die 
Riehtungswinkel «, P. ('. so kann Inan die Gleichung (1) der Po-
lal'ehene durch DiYision mit r in die zweite Normalgestalt: 
11 v U' Q' , ); +!J -1-;: = x COS CI + Y cos ,~ + ,. ('os ., = = r r " I ,. P ~ P f 'I' 
setzen. Das Lot r' von 0 auf die Polarehene des Punkte3 P },e-
rrehnet Hich somit aus: 
(2) 
und hat dieseIhen Richtungswinkel wie r. 
1> Die J{pchnlillgen werden illdes~en unten nicht mehr ausgeführt 
Reziproke Polaren in loezug auf eine Kugel 1 Hl 
Hiernach gilt für die Konstruktion der Polarebene eines ge-
gebenen Punktes P das Folgende. Liegt P auf der Kugelfläch~ 
selbst, so ist die Polarebene mit der Tangentialebene identisch. 
Liegt P innerhalb K, so gelten in einer beliebigen durch 0 und 
P hindurchzulegenden Ebene die Angaben der Fig. 21, S. 24, und 
des zugehörigen Textes; die Gleichung (2) wird eben durch die 
daselhst aufgestellte Gleichung OP· oP' = 01/ verwirklicht. 
Drehen wir die Figur um die Achse OPP', so beschreibt die Ge-
rade P' C die Polarebene von P, der Kreis liefert die Kugel, und 
die Tangenten P'B und P'B' ergeben den sogenannten "l'a.ngcn-
tialkegl'l" des Punktes P'. Dieser Kegel hat alle ,on P' an die 
Kugel laufenden Tangenten zu )fantellinien und beriihrt die Ku-
gel längs des bei der eben vollzogenen Drehung von Bund B' 
beschriebenen Kreises. Die Ebene dieses Kreises ist übrigens. wie 
wieder aus der Gleichung oP· OP' = OB2 einleuehtend ist, die 
Polarebene des außerhalb K gelegenen Punktes P'Yl 
Es gilt folgender Reziprozitätssatz: Lit'gf der Pllnkt (.'11 , "1' 11',) 
a.uf der Polarebene des Punktes (u, v, w), so liegt al/ch ilwgekehrl 
der Punkt Cu., V, '11') auf der Polarebene /'0/1 "11" '/'1' /1'1~). ·Wird 
nämlich die Gleichung (1) durch (111, (1 ,I(1) befriedigt, d. h. gilt 
1/1U +/;1 t' + W 1 ~c = 1;12, so heißt dies ehen auch. daß dt'l" Punkt 
(n, '1,', w) die Gleichung xu1 + yr1 + zU'1 = 1/ befriedigt. 
Beschreibt demnach ein Punkt P irgend eine Ebene, so dreht 
sich die Polarebene von P um den Pol dieser Ebene. Beschreibt 
P die Schnittgerade G zweier Ebenen, 80 dreht sich die I'olareh~ne 
von P um die Verbindungsgerade G' der beiden Pole .ipner EhenPIl. 
Auch umgekehrt ist die Gerade G in der Polarebene je(!t·s Punk-
tes P' von cr enthalten, wie man durch H ... ra usgreifen zweier 
Ebenen durch G', welche Polarebenen ~weier Pllllktr. VOll r; 
sind, auf Grund des Reziprozitätssat1.cs einsieht. Zwei ,olehe (;1'. 
rade G und G' nennt man .. n·.ziproke Po/a)"t;i" ;;, b(~'fg all!' d;r 
KI/fjel K. 
Schneidet G die Kug",l in .lell beiden Punkten 1/, 1I1l.l B2 • SI, ge· 
hören zn ihnen als Polarebl'nen die zngehörigt"n TangentinlebpfI(,l;. 
deren Schnittgerade somit die zn G reziproke Polare lirfprt. Lufl 
G außerhalb K. "0 kehre man dipse Kon"trukti"n tim. Ir!!<, abo:, 
durch G die beiden TangentialebenPIl an K. deren ll~riihnlll"'­
punkte die reziproke Polare G' f.>;;tl'>,l'!'en. E.< 1'01;:1 hi,'rau, Jl.,eh. 
1'1 Aus den Komtruktionen d,'. Texto·s folgt: [{,i ... k! l' in den ~Iit· 
telpunkt 0 VOll K, HO wand~rt die Polarr},en~ ins rllelldl,i~b,': ,ro'lI; 
sagt, die Polarebene des "lIttelpunkte" (j sei dIC •. 1I11en l ll!("h tern,· 
Ebene" des R.aume •. 'Vanderl P' auf dül' ,"erl~ng'emng eine; Ku..:,';' 
radius ins Ln Io'ndliche. so wird s('hließlieh di,> PolartellPIle w,n P' di.' 
zu jenem Kngelradius senkrechtp Diam.>tralel'elll' \'on }; 
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daß zlfei reziproke Polaren l'incj/ llich!IW(ISlmh'l'schird 1'on 90° 
miteinander bilden. I ) 
Alle diese Angaben sind leicht durch Rechnung zu bestätigen. 
Die Gerade G durch den Punkt (Il, 'L', i/') von den Hichtungsko· 
sinus a, b, c besteht aus den Punkten (u + af, v + bt, Il' + cf). 
wo tein "Parameter" ist (S, 113). Dip zu!!,ehiil'igen l'olal'ebenen, 
gegeben durch: 
(Xli + yv + ZIl' - '/) + t (ax + IIY + c:) ~". 0, 
laufen alle durch die Gerade G' der Weichungen: 
\.3) a;u + yr + zU' - 1;12 = 0, ax + by + c;: = 0, 
Da die zweite dieser Gleichungen die w (j senkredd/~ Dialuetral' 
ebene darstellt, so bildet G', als in diesel' Ebene gelegen, tat· 
,ächlich einen Richtungsullterschied yon ~IOo ge~en 0. 2) 
§ 70, Inversion an einer Kugel. 
Wir behalten die Bezeichnungen von 1* 69 bei, Zwei Plmkle 
P. p' gleicher llichtungs1I'h/kel a, ß, r, der/'II lladi(,llrekton:n r,l 
die Gleichu11g (2) § 69 befried(qen, hdßI.'1I bc.üglidl der Kugel K 
einander "invrl's", oder man sagt, .'Iie gr.hen d'll1'ch ,.!m't'1'sion" 3) 
an (lfr Kugel K ineinander über, Beschreibt P eine "Fläche oder 
Kurve, so beschreibt p' die ,.bezüglidl K inve1'se Fliiche oder 
Klll't'e". 
:'lEttels der Gleü,hung: 
i,1) CI"- 21'(acosc<+beosß+ccos(') + rl = 0 
kann lllan die Ebenen und Kugeln des Raumes zu~ammenfassend 
darstellen, die ersteren für e = U. Wie S.:?5 finden wir das zu 
11) bezüglich J\. inverse Gebilde dargestellt durch: 
d /2 - :? r' . !,l2 (a cos {( + b cos ß + c cos r) + e!,l' = 0 
und erhalten mittels der tberlegung YOn S. 25 den Satz: Eine 
/licht dur('h 0 laufende ](ugel inc(']'tiei't sich IlI1 K t/'ieder in eine 
KlI!!"l, die nicht durch 0 läuft; cinp Kugel dm'ch 0 el'!libt bei der 
1) III dem besonderen (im Texte nicht weiter beachteten) Falle, 
daß (; eine Kugeltangente ist, wird (;' einfach die zu r; senkrechte 
Tangente de~selben Berührungspunktes. , 
2"' Ist (u, v. w) auf K gelegen nnd G eine Tangente, SO gilt 
(111 + b l" + C Ir = 0 (S. 117); die zweite Ebene (3) läuft abo durch 
den Berührungspnnkt (u, v, 11') der durch die erste Gleicbung (3) 
dargestellten Tangentialebene wodurch sich die An"'aben der letzten 
Xote bestätigen.' " 
3\ oder durch "Spiegelung" oder "Transformation vermöge rezi· 
proker Hadien". ' 
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Int'l'rsion eitle nicht durch 0 lautende Ebene. und umgekehrt liefert 
rin(~ solche Ebene stets e'ine durcli 0 laufende Ku.qeZ; .<l'itlil'ßlich 
ltird jede ~Rbpne durch 0 bei der Inversion in slch selbst iibergl'(i"ihrt. 
Kap. YlB. Die Ellipsoide, die Hyperboloide und die 
Pnraboloide. 
S 71. Das dreiachsige Ellipsoid. 
In der :C, li-Ebene eines rechtwinkligen KoordinatensyAelll5 ,eI 
die der Gleichung: 
oder !f = ± b'J 1 -- ::.-: 
(l' 
ent~pre(:he[]de ]!;llipse gezeichnet. Dreht man diese Ellipse Illll ihre 
auf der :J:-_~chse gelegene Hauptachse, so erzeugt sie im Raume 
eine Fläehe, die als "Um-
drl'/'II/lgs'" oder "Rotatiol/:;-
1'lliJ,snid" bezeichnet wird, 
und deren Gestalt durch die 
in Fig. 89 allgegebene Skizze / 
veranscbauliellt wird. Dei 
einzelnen Punkte der Ellipse 
(1) beschreiben bei der Um-
drehung die "Parallelkrtisf" 
der Rotationsfläche, deren 
:\Iittelpunkte auf der x-Achse 
(" Hotatiollsachse") liegen, 
}'ig. "'1", 
und die die zugehörigen in dBr zweiten Glpichung (11 gegl';,~[Jetl 
EllipsenonlinutPIl zu Hadiell hahen: in der Figur ,ind rillige 
dieser Parallelkrpis~ uIlgpu.'utet. Die 13 kichull.u .ies frag. i,'heu 
RotatioIl,.,('lIip~oid:; ist: 
;r' y' 
11' 'T b' -;- /) 1. 
Legen wir lliimlieh durch d"n .Punkt \J 0' (I, (j I ,ler ·.\':!!<t' die 
zur y,;; - Ebene parallele Ebene, die d,'r (; leicllUug' .. = '0 e\\t-
spricht, so erhalten ",it· t1ureh Eintragen \'on .co f(ir .. in :: als 
Gleichung der St'hnittkune die.-;'r Ehene mit d.·\' d1ll','h ,,-, ·lar· 
w";;tellten Fliiche: 
l' :', 
.'+., "'(1 ''') !r ;" = I"". - ,,' 
unter Yo die zn .10 grhiirplide Ellipsenordinat, .. , 1., \ p!"tunt!l'll \\'ir 
f!elangen also hier t'iir 1.1"0: ;;:;: a i1l der Tat i'prad,' tU der, "l ... n-
genannten Parallelkreisen, währPIld für .1'0 ::> (I, wie ." ""1' ""ltl, 
reelle Schnittkurven nicht mehr '"0 rli ,,!,:'.' II , 
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Von der Gleichung (2) aus kann man (S. 100) die Pläche auch 
in der 'Weise konstruieren, daß man im einzelnen, nicht außer-
halb der Ellipse (1) gelegenen Punkte (x, !J) der J', y-Ebene die 
aus (2) zu berechnenden z-Koordinaten: 
, j- x' y' 
z = ± b V 1 - lt' --- 'b-; 
senkrecht nach oben und unten aufträgt. 
l1an wolle nun alle so aufgetragenen z-Koordinaten, absolut 
genommen, im Verhältnis c: 11 verkleinern, unter c eine dem Inter-
vall 0 < c < b angehörende Zahl verstanden. Hierbei gehen die 
Parallelkreise nach S. 37 in Ellipsen der Achsen '2!Jo, 2 ~ Yo über, 
die Fläche selbst erscheint von oben und unten her gegen die 
x, y-Ebene zusammengedrückt und liefert das dun:h: 
,/ x' y' 
;; = ± c V 1 - o! 11' 
oder in rationaler Gestalt durc.:h: 
(" ;)! x' y' z' a' + I,' + c' = 1 
dargestellte "dreiachsige Ellipsoid". Diese Flliehe ist hezüglich 
jeder Koordinatenebene sich selbst symmetrisch und hat den Null-
punkt 0 zum "lIfittdpuukte"; die auf den Koordinatenachsen ge-
legenen "Durchmesspr" 2 a, 2 b, 2 c heißen die .. I1m/plachsen" 
oder kurz die "Achsen" des Ellipsoids, ihre Endpunkte aber die 
"Scheitelpunkte" desselben. 
In der vorstehenden Betrachtung ist a > b > c angenommen. 
Neben dem für a> b = c eintretenden "ge8trecklen Botat·ions-
ellipsoid" haben wir noeh für a = b > c das ,.abgeplattete Rota-
tionsrllipsoid" zu nennen, das durch Drehuncr einer Ellipse ulll 
die kleine Achse erzeugbar ist. Für a = b .,: c ordnet sich die 
Kugel ein. 
§ i2. Das zweischalige Hyperboloid. 
Unter Beibehaltung rechtwinkliger Koordinaten werde jetzt in 
der x,y-Ebene die der Gleichung: 
x' y' / x' -
-, - ,= 1 oder !Jl = + b 1.' . - 1 a b _. n-\11 
entsprech,~nde Hyperbel gezeichnet. Dreht man ,liese Hyperbel uJll 
ihre Hauptachse (x-Ach~e), so erzeugt sie im Raum; ein "üm-
drehungs-" oder "Rotationshyperboloid" und zwar ein sogenannte;, 
"zweischaligl's" oder ein.,lIypl'rboloid mit zwei ~lIaiitel/läclwl", 
dessen Gestalt durch Fig. 90 veranschaulieht wird. Die beid~n 
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"Schalen" der ~'läche entsprechen den beiden Zweigen der erzeu-
genden Hyperbel und laufen über die beiden, die Figur rechts und 
links berandenden Parallelkreise ins Unendliche. Wie in § il 
beim Ellipsoid findet man als Gleichung des zweischaligen Rota-
tionshyperboloids: 
(2) 
lfall denkt> die Fläche jetzt wieder durch Auftragen der .:-Koor-
dinaten in den Punkten (;r, y) der x, y-Ebene hergestellt und ver-
kleinere alsdann alle aufgetragenen z-Koordinaten, absolut ge-
nommen, im Verhältnis c: b, unter c wieder eine Zahl des Intervalls 
z ~ 
I 
, r /- -~--
Fig.90. 
.- ._~.\" 
o < /. < b verstanden. Die Parallelkrei~e gehen dabei in Ellipsen 
über, d~ren Hauptachsen zur !J- und zur :-AdJsf' parallel sind. 
Die FI;ifohe selbst wird \',.u oben lind nnten gegen <1it> .1', !/- Eben.' 
zusammengedrückt und liefert da' . .drfiuch"ig.: ;".ei",dw//!lf ][!J)JI/'-
boloid" 01.11'1' .las .. drf'iochsitl" H!I1,a/;,-,/oid mit .:/1'''/ Jlm,frl/l,fd,,/I". 
als de:i'3!'1l Gleiehllng man ",ie in ;:; 71 lindet: 
(3) 
AUch (liese FI,khe ist bezüglich jeder Küol'diIlateIlebene "i..\l ,~Ii)st 
snnmetrisch und hat den XnlIpunkt IJ ZUlll .. )Iittdp'I}Ik!. -'. r ).'1' 
a'uf der x-.. hhse gelegen .. "Durchmesser" ~ a j,t die .. [{,I /'j)/w:I,-,. ". 
den'D Endpunkte diE' hrillen .. ,,,·,'hci1rl}>I'lIkt,·" sind. Dip in (I h .. :-
biet·tell Stl't'cken :11, und ::?r der iI- \lUlI .{,,]': - .\,·h"p h"ißpn 
.. SI?/JClirl,'h8l'11··. 
S iB. Das elliptische Paraboloid. 
\Yie sieh die Parabel als Chrrgangsfall zwi-chen .li.' ElIip"':: 
lInu Hnwrh.'lu ordnet- (8. 1;2). sü hahell wir ein.· ,·nt"pn!"h"n';.' 
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Fläche zweiten Grades, welche als ebergangsfall zwischen den 
Ellipsoiden und zweischaligen Hyperboloiden anzusehen ist. Man 
gehe in der x, iJ -Ebene von 
der dunch: 
I X 
--/--f-=---+-f-=---+---J---;. 
Fig. 91. 
-------
I 
I 
I 
I 
(1) !/ = '2 b~x 
gegebenen Parallel des Halb-
parameters b2 aus und drehe 
dieselbe um ihre mit der po-
sitiven x-Achse zusammen-
fallende Achse. Das ent-
stehende ,. /(olalio/l.,parabo-
loid" ist in Fig. 91 skiz~iert 
und verliiuft, entsprechend 
der Parabel, über den die Figur rechts beraIH!enden Parallelkreis 
hinaus ins Unendliche. Die Gleichung dieser FliiclH~ ist: 
(2) oder 
wie man mit der beim Rotationsellipsoid befolgten ~Icthode zei~. 
Führt man jetzt wieder diA Verkürzunl" der z- Koordinaten 1m 
\' erhältnis t: '/i aus, so gelten die bish~rigen Parallelkreise in 
Ellipsen über, und die 1:'Hiche erscheint VOll ohen und unten gegen 
die x, y-Ebene zu~ammengedrückt, wobei wir also wie bisher a~ 
der Beuingung 0 < c < b festhalten. Wir gelangen zum .. elliptl-
schen Paraboloid" von der Gleichung: 
(3) y' .,' ') b'+C'=~x, 
welches die positive x-Achse zur ,.Aclll;c··, den Punkt 0 zum .. Sclteitl'!-
))Uilkt" und die y, z- Ebene zur "SchdteltangcnIiahbenc" hat. DIe 
Pläche ist sowohl in bezug auf die x,y-Ebene wie die J',:=-Ebene 
sich selbst "ymmetrisch, nicht jedoch in bezug auf die y, z -Eh.ene. 
~\Yie die Parabel, so hat auch das elliptische ParaboloiJ. keweD 
~littelpunkt. 
Vielfach giht man das elliptische Paraboloid durch die nleichuug: 
( 41 x' y' (/.'+b,=2z. 
Es läuft dies gegenüber der vorstehenden Entwicklung auf eine 
"zyklische" Vertauschung der Koordinatenachsen und eine eut-
sprechenJ.e Änderung in der Bezeichnung der ~enner in der dar-
stellenden Gleicbung hinaus. 
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§ 74. Das einschalige Hyperboloid. 
Es sei jetzt in der ;t, ",-Ebene durch die Gleichung; 
(I) 
eine Hyperbel gegeben, deren Nebenachse die t-Achse ist 1). Bei 
Drehung um diese Achse erzeugt die Kurve als.,Fmdl'ellUilgs-·; 
<lder .. Rotatiol/shyperboloid·; ein sogenanntes' .. cillschaligrs Hyper-
haloid" oder ein .,Hyperboloid mit einer l)falltdjläclu;". Die Gestalt 
dieser Fläche ist in Fig. 92 skizziert; natürlich läuft die Fläche 
über die beiden, die Figur ollen und unten berandenden Pat-allel-
kreise wieder ins Unendliche. 
Als Gleichung des einscha-
ligen Rotationshyperboloids 
finden wir aus (1) auf dem 
bisherigen Wege; 
(2) 
z 
:\lan denke jetzt diese 
Fläche dadurch hergestellt, 
daß man im einzelnen Punkte 
(x,;) der x, "·Ebene die bei-
den zugehörigen, einander 
rntgegellgesetzten il-Koordi-
naten anftriigt. Sodann wolle 
lOan, unter /j' eine dem Inter· 
vall 0 < b < ,I ang-ehiirende 
'Zahl YH-tanden, ;lle aufgetragenen y- Koordinaten, ab,olut Q"-
nammen, im Verhältnis b ; (1 yerklein~rn. Vie Fläche erscheint 
von vorn und hinten gegen die J",; - E1Jene zmallllllengedriit'kt 
und liefert das .,dreiachsigf cin.<chillig f ' H!ljlrrbu/(,id-' oder das .. d}', I· 
achsi!n' H!lperboloid mit einer J!alltdr1üchl"', als dessen 1.~lf'iehtHI" 
man wie bisher: 
.r' y' :' 
a' + b' -/,' = 1 
findet, Die Fläche ist wieder beziiglirh j,>d"r K",)rdjnatr-l1pb~ne 
sich selh,t s\-mmetrisch, und sie hat dcn ;\ullpunkr f! mm .. JliI!,l-
}ll/lIkt·. ni~ auf der .r-Ach,e und dpl' il·.\ehst' ·.!d"gem·!1 . .1hwh 
messer" :! aHnd :? b sind die ,,!f(//Ij,fl/I'/I."",," d"r Fbdw. ,j..reu 
Endpunkte ihre .. Scheitdll/lltkl'···. Die in () hall",·rt .. Strt·,·k,· :! ,. 
der ;·A ... bsl' heiBt ,.:-':l'l'l'iiI1C/"</·" rl~;; Hyp,·rbolo:ds. 
]26 Hyperbolisches Paraboloirl 
§ 75. Das hyperbolische Paraboloid. 
Eine letzte noch zu betrachtende }<'Iäehe zweiten Grades kann 
nicht durch Vermittlung einer Rotationsfläche versinnlicht werden, 
ist jedoch als Grenzfall des einschaligen Hyperboloids zugänglich. 
Man vollziehe die Parallelverschiebung des in § 74 benutzten 
rechtwinkligen Koordinatensystems nach dem Punkte (- a, 0, 0) 
als neuem Nullpunkte. Die Gleichung (3) § 74 des Hyperboloids 
nimmt, wenn die neuen Koordinaten gleich wieder x, JI, z ge· 
nannt werden, die Form: 
x' y' z' :!J; +-- =-a' b' c' (! 
an oder nach Multiplikation mit a und Benutzung der abkürzen-
den Bezeichnungen b_ = b', C = (' 
Va Va 
(1 ) x' y' 
a + 1/' c" ~ 2,1'. 
Läßt man nun bei festbleibpnden b'. c' die Zahl (I unendlich 
werden, so gehen dip von der x, y -Ebene auf dem Hyperboloid 
ausgeschnittf'ne Ellipse und 
die von der x, z-Ebene auS-
geschnittene Hyperbel zu: 
gleich in Parabeln über. BPl 
der entstehenden Fläche,Jern 
,.hyperbolischen Paraboloid", 
wollen wir indessen gerade 
wie bei dem elliptischenPara-
X boloid S. 124 eine "zyklische" 
~ .... 
.-------1 
---F-i ..... g -9-3-. --J 
Vertauschung der Koordina· 
tenachsen unter entsprecheu-
der Änderung der Bezeich-
nungen der Koeffizienten vor· 
nehmen und schreiben: 
(2) .c· _ y' _ ')e a' b' .- - ~ 
als '~leichung de~ hyperbolischen Paraboloids. 
In Fig. 93 ist die dieser Gleichung entsprechende }<'liicbe in der 
:;.,'ähe des Nullpunktes skizziert, und zwar dadurch, daß die Schnitte 
der Fläche mit den Koordinatenebenen sowie mit der Oberfläche 
eines um 0 als Mittelpunkt gelegten regulären Hexaeders ange-
geben sind, dessen Flächen zu den Koordinatenebenen parallel 
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laufen, und dessen Kantenlitnge etwa gleich 1 ist 1). Die durch 
z = 0 gegebene X,!/-Ebene schneidet das Paraboloid in dem durch: 
~! - Y: = (~ + y_) (3 - Y) = 0 
a' b- a b a b 
dargestellten Geradenpaar. Die beiden zur x, y- Ebene parallelen 
Ebenen der Gleichungen ~, = ± -} liefern als Schnitte die konju-
gierten Hyperbeln: 
x' y' 
a' - b! = ± 1. 
DiE' :l:', ", -Ebene schneidet die Fläche in der Parabel x2 = 2 a~ t, 
die Y, Z - Ebene in der Parabel y2 = - 2 b2 Z usw. Die Fläche ist 
sich selbst symmetrisch bezüglich der X, ,,-Ebene und auch bezüg-
lich der !/, z-Ebene, nicht jedoch in bezug auf die x, !I-Ebene. Der 
Nullpunkt 0 heißt der "Scheitelpunkt" des Paraboloids; in der Cm-
gebung dieses Punktes hat die Fläche die Gestalt eines Sattels. 
Die x, y -Ebene ist als "Scheiteltangenlialebene" zu bezeichnen. 
§ 76. Kreissohnitte und Kreisscheibenmodelle der Fläohen 
zweiten Grades. 
Bei Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten in tier Ebene sind die 
Kreise durch Gleichungen der Gestalt: 
(1) x 2 + y2 + A.l" + By + C = () 
dargestellt, falls A2 + B 2 > 4 eist (8. 22). Gilt .1 2 + B~ < 4 c. 
90 ist die Gleichung (1) durch kein reelles 'IYertepaar .1', 2/ zu l,e-
friedigen, wir sagen dann, sie stelle einen "imaginären Kreis'; .laI'. 
Ist A2 + B 2 = 4- C, so zieht sich der Kreis auf einen Punkt zu-
sammen; diesen Fall wollen wir den reellen Kreisen zurechlFn. 
\Vil'd eine vorgelegte Fläehe zweiten Grade,; durch eine Ebene 
in einem (reellen \.Jder iwaginliren) Kreise geschnitten, :;0 mi 'ge 
diese Ebene als eine "Kreisschnittebene" der Fläche bezeichnet wpr-
den. Machen wir ~ie zur x, y-Ebene eine;; l'echtwinklig"n Koonli-
natensystems, so muß die Gleichung der Fläche die Gestalt: 
12) (x2+ y~+ A.r + By + G) + z(llx+ by + c: -:- d) = u 
annehmen; denn die Gleichung muß in jedem Koünlinatensystt'me 
VOm zweiten Grade sein, in dem ausgewählten alii')' insb"s.llldere 
so gebaut sein, daß sie für z = () in eine meichung' 1.1 ' übergeht. 
Eine beliebige Parallelebene zur Kreis,;chniÜi:bene (;r, y-Ei"'lll" i 
1\ In der Figur ist a> b angenol1l~en, :loch ,011 di,'~e VOta.,,· 
setzung keineswegs allgemein gelten. lhe beHlen zur .e, z- U.,,·np par-
allden Flüchen des Hexaeders werden "om Paraboloid der Fi~ ~I:l 
nicht geschnitten. 
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ist durch;: = e darstellbar. Durch Eintragen von Z = c in (2) 
findet man die Schnittkurve dieser Ebene mit der :Fläche durch: 
:c2 + y2+ (A+ae):;; + (B+b(')y + (C+cc2+de) = 0 
dargestellt. Da dies wieder eine Gleichung der Gestalt (1) ist, so 
folgt: Liegt ir!lendeine Kreisschnittebene einer ~Plüche zweiten Gmdes 
vor, so besteht die ganze Schar ihrer Parallelebenen ans lauter Kreis-
schniltebenen,. insbesondac scJmeiden diejenigen. Imter diesen Ebenen, 
welche die Fläche treffen, /"I'elll; Kreise (II/S. 
Bei der A ufsuchung der Krcisschnitte der in ~~ 71 his 74 be-
trachteten Flächen zweiten Grades genügt es demnach, die etwa 
durch den Punkt () laufenden Kreisschllittebcnen festzustellen. 
Beim ltyperboliscltcn Paraboloid te/1ft die Allsch(l/(un./f der Fig. 93, 
S. 126, daß Krcisschniltcbeneu nicht fxi8f.if'rcn kii11l1 1'/1. : da!ll'!/cn wer-
den lcil' beim Ellipsoid, den beidcn lf:llpcrboloiden und (km dlipti-
srlten Paraboloid ltidd Kreissdmitt"b(,ltc/I /ludl/reise/l. 
Den Chergang zu einer neuen x; y' - Ebene, die wir auf ihre 
Eigenschaft als Kreisschnittebene p~üfen wDllen, vollziehen wir 
nach S. 97 und Fig. SI durch die heiden ersten tlaselbst beschrie-
henen Drehungen, denen die Drehungswinkell/! und {t zukawen, 
so uaß in den 'l'ransformationsformeln (1) und (2) S. 98 der dritte 
Winkel r:p = 0 ZU setzen i5t l ). Die hernach auszuführende Ein-
tragung z' = 0 kanll auch sogleich vorgenommen wprclen. Es muß 
demnach die Eintragung: 
x = x' COS 1fJ - y' sin ~! cos fr, Y = x' sin 1/1 + y' cos 1J! cos ~, 
z = y' sin -& 
für x, y, :z in die FHichengleirhung in ;J.", y' eine Gleichung der 
Gestalt (1) liefern. 
Diese Forderung ist leicht bei den einzelnen Flächen zu prüfen. 
Wählen wir als Beispiel das zweischalige Hyperboloid (3) S. 123, 
indem wir an der damaligen Voraussetzung: 
(3) 
festbalten, so müssen in der transformierten Gleichung. damit sie 
die Gestalt (1) hat, die Koeffizienten von /;J und y'~ gleich sein, 
und der Koeffizient von x'· y' muß verschwinden: 
(5) 
sin! l!' 
b' 
sin' 'I/> cos·./1 cos'1jJ cos'./1 
b' 
, 1 1 ) 
- (,a' + -b' C08 1j) sin 1/1 cos -& = O. 
sin' ./1 
-' cl!"-'·' 
1; Man erinnere sich. daß durch diese beiden Drehungen berei?s 
die 'neue ,1;', y'-Ebene ~rreicht wurde; die Lage der bei den Achsen 1D 
dieser Ebene ist fiir dIe folgende Betrachtung gleichgültig. 
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Da nach S. 97 für 'l/J und {} die Ungleichungen 0° < 1J! < 1800, 
00 :; {} < 1800 gelten, so ist zufolge (5) entweder';; = 90° oder 
'l/J = 00 oder {} = 900• Im zweiten FaÜe, 'l/J = 00, liefert (4): 
1 cos'& sin'-l)-
~. = - -b' c' 
eine Gleichung, die durch keinen Winkel -l)- befriedigt werden kann. 
Im dritten Falle, -Ir = 90°, folgt aus (4) und (3): 
2 (1 1) 1 1 
COS 1/J (i' + b' =b' - es< ü, 
eine Bedingung, der kein 1/J genügt. Dagegen finden wir für 
'l/J = 90°, wo Gleichung (4) die Gestalt: 
cos'.& 
- /i' = -Ci'· 
annimmt, mit Rücksicht auf 0° ~ {} :S 180° die beiden Lösungen: 
" q//i<P;' a Vb' --=-c' 
sm -Ir = .... ~- ... --:- , cos {} ~ + ". _ _ .' . 
bva'+c' - b Jla'+c' 
Die Kreisschnittebene ;;' = 0 hat nach S. 99 im ursprünglichen 
Systeme die Gleichung (lax + bay + cs" = 0, also folgt aus :2" 
S. 98 für die berechneten 'Yinkel 1J! = 90°, Cf! = 0° und {t: Beim 
.r:weischaligen Hyperboloid haben 'll'il' durch den l'iml.t 0 :INi III,d 
nur zwei KrcisscJmittebrn e/l : 
(6) 
welche die y -Achse enthalten. beziiglich der x, y - Ebene oder i "'a" 
auf dasselbe hinailsldutl) beziiglicll der 11, .:- Ebflle eili(1lider .',UIII-
metrisch sind und im Faill' des Rotlltiol1shyperl",zoids i b = c', mit 
der !I,;: -Eb/'lle zlIsmmnf'n(allell. 
Beim Ellipsoid (3) ~. 1:?2 mit a > b> I', dem elliptischen Para-
boloid (4) 8.124 mit (/ > b und dem eillSchali(;ell Hyperholoid . ;.f; 
S. 125 mit a > b findet man auf gleiche .-\rt: J,de die~1'/' FI,/ri/t'Ii 
hat zU'ei dUfCh 0 Iiindul'chlau(ende Kreissclmitlebrw/1, (-'ir weH,.' 
man entsprechl'lHle Aussagen wie IJeim z/f'eischalig l n IlYI;erboloid 
aus ihren G-leiclnwgen: 
cx Ya~ ~ b2 ± {/:-Vb~ --- ('2 = 0 
z", ± lIV1a2 _112 = 0 
CYYI/~- b2 ± bzya2+ c2 = 0 
ab/dien u·irrfl). 
(Ellip.oid! . 
~ ellipti:lches Parahoioi,f), 
(einschalige;; H:l'~rb,}loiJ,' 
l' Beim Ellipsoid (auch beim einschaligen HD)erl,~10id i,t da. Er· 
gebnis auch direkt geometrisch elllleuchtelld. ElIle ,l!(' !I-A,·h.~ lJleht 
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Indern man sich Kreisscheiben aus Karton ausschneidet und in 
geeigneten Fassungen parallel zusammenonlnet, kann man sich 
auf Grund der gewonnenen Sätze leicht "Kl"ci8schcivenmodclle" der 
Flächen zweiten Grades horstellen. Ein solches Krpisscheibenmodell 
des Ellipsoids ist in Fig. 94 abgebildet und zwar ist der Kon· 
struktion der Figur ein Ellipsoid zugrunde gelegt, dessen Halb-
Fig ~~4. 
achsen die Proportion a : v : c = cl : 3 : 2 befriedigen. Das Modell 
ist von einem weit entfernten Punkte des Lotes aufgenommen, 
"·elches auf der einen diametralen Kreisschnittebene in 0 errichtet 
ist, so daß sich die Kreisschnitte des einen Svstems auch in der 
Figur als Kreise darstellen. Zieht man wie in "Fig. 94 bei Herstel-
lung eines Modells sogleich beide Systeme paralleler Kreisscheiben 
heran, so sind die Scheiben mit Schlitzen zu versehen, um sie in-
einanderschieben zu können 1). 
enthal~ende Ebene durch (j schneidet das Ellipsoid in einer Ellipse 
~es Mittelpunktes O. welche in der x, y-Ebene einen Radius> b un.d 
10 der y, z-Ebene einen Radius< b hat und deshalb nie ein KreIS 
,,~in ka~lD. Eine Ebene dnrch die y-Achse gibt eine Schn~ttellipse, 
deren ellle Hauptachse 2 b auf der y-Achse liegt, während dIe an~ere 
Hauptachse ~er x, z-Ebene angehört. Die Forderung-, daß auch dIese 
"leich 2 b sei und also ein Kreis vorliege, führt leicht zu den oben 
anQ"egebenen Kreisschnittebenen_ 
1) Von den S.101 f[ besprochenen Flächen zweiten Grades haben der 
~llipti!iche !-ylinder und der Kegel Kreisschnittebenen, nicht jedoch 
der parabolIsche und der hvperbolische Zylinder wie aus den Gestalten 
der FHlcben leicht hervorgeht. ' 
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§ 77. Gerade Linien auf Flächen zweiten Grades und 
Fadenmodelle der Flächen. 
Durch einen beliebigen Punkt P des einschaligen Hyperboloids 
(3) S. 125 lege man die zur x, y. Ebene parallele Ebene, sowie die 
durch die .z'-Achse laufende Ebene. Die erste Ebene schneidet auf 
dem Hyperboloid eine Ellipse, die zweite eine Hyperbel aus (s. etwa 
Fig. 92, S.125). Die Tangenten dieser beiden Kurven in Plegen 
eine Ebene E fest!), welche durch diese Tangenten in Yier bei l' 
zusammenstoßende Teilebenen zerlegt wird. Die Ellipse und die 
nächst benachbarten Teile des Hyperboloids liegen auf der einen 
Seite yon E, die Hyperbel und die näehst benachbarten Flächen-
teile auf der anderen Seite dieser Ebene B. Das Hyperboloiu muß 
demnach in jeder jener vier Teilebenen die Ebene E in der Art 
durchdringen, daß wir als Bestandteile der Durchdringungsklll'ye 
jedenfalls vier von P in den vier Teilebenen ausziehende Kurven-
züge erhalten. :Xun ist aber die Durchdringungskurve vom zweiten 
Grade!), und alle Kurven dieses Grades sind oben (8. 65ff.) auf· 
gestellt. Indem man die verschiedenen Arten der Kuryen zweiten 
Grades durchgeht, erkennt man, daß eine K nrve dieses Grades, 
die vier von P ausziehende Züge besitzt, eiu Paar sieh in l' üher-
kreuzender Geraden darstellt. Es ergibt sich der Satz: DI/reh jeden 
Punkt P des einscllaUgen Hyperboloids lauten :mei geradf' I.fnit'll 
hindurch, u'elche il1 illre,. ganzrn Ausdelmllng der F'Wclte angdl'irol. 
Ist zweitens P ein Punkt (11. v, 1/') des hyperbolischen Parabo-
loids (2) S. 126, so ziebe man die beiden Ebenen x = ft und y = {' 
heran, die zm' y, z-Ebene bzw. zur x, .:-Ebene des Koordinaten-
systems parallel laufen. Sie sehn"iden auf dem l'araboluid die 
beiden Para beln: 
• b" ( 11') I/"= -:! - :: - • 
. 2 a- , 
2 __ .l... ,) 2 (_ ..;... .!") 
X - , - a - , 2 b', 
aus, von denen die erste nach unten, uie zweite nach obeu konkav 
ist (s. auch Fig. 93, S. l2ßi ... Dnrch Wiederholung der ehen heim 
Hyperboloid durchgeführten L"berleguug folgt: AlIc!. ([,(/,eh jl',lol 
Punkt dc~ hpPcl'volischm Para.ljI)loids l/ll/fcli ;/1'6 gl'n/ll,' f,;Jii('1I 
MI/durch, die ill ilm'!' gal/zen AlIsdell/lIlI!g der Flüche ali:lr/i;;"",,·' 
1) E ist die Tangentialebene des H."perholoi,ls im l'ul\kt~ P. 
2) Jede Ebene schneidet _ eine .Flä~h,' z\;'eiten (3r:,de; in e~Il,rr 
(reellen oder imuO'inärcn) Kurve zweIt"n bra.Je,. WH' IHall 1"lctJt 
nachweist indem ~lun die Ebene zur .• ', !,'- Ehellt' eine, 1\1:11"11 Koor-
dinatensy~tems macht und hernach zur Ge.winllllllg' tier ~,'.hnittkllrn' 
z' = 0 setzt. . 
3) Daß durch jeden Funkt eillps Zylind,'r, oder Kegel, /\\,/:11:'1\ 
Grades eine der Fmche angehörige Geralle. niimli ... h einy ~LlDtdltl\l!'. 
hindurchlällft, ist selbsj-yer,·tillldlich. Aueh jot go'0111etrJ~l'h eilll"ueh-
9' 
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Lm die gefundenen Geraden durch Gleichungenpaare dar7.Ustellen, 
setzen wir erstlich die Gleichung (cl) S. 125 des einschaligen 
Hyperboloids in die Gestalt: 
(1 ) (~ + :-) (: - ~-) = (1 + n (1 - }) . 
Indem wir unter sirgendeine zunächst endliche und nicht ver-
schwindende Zahl verstehen, geben wir durch die heiden linearen 
Gleichungen: 
(2) s(~- ~)=1- ~ 
eine Gerade G." welche in der Tat in ihrer ganzen Ausdehnung 
der Fläche angehört. Ist nämlich (x, y, z) irgendein Punkt von G" 
so sind durch diesen Punkt heide Gleichungen (2) befriedigt, also 
auch ihr durch s geteiltes Produkt, d. h. die Gleichung (1). Auch 
für s = 0 stellt das Paar (2) eine Gerade des Hyperboloids dar .. 
Indem wir aher 8' = 8- 1 setzen und die Gleichungen (2) in: 
(31 s' (X + Z) = 1 + y 
(( C b ' 
x _!.... = s' (1 _ Y) 
a c b 
umschreiben, folgt auch für s' = 0, ein Wert, der sowohl für 
s = + 00, als s = - 00 erreicht wird, eine bestimmte auf dem 
Hyperboloid gelegene Gerade. I'erstehen wir unter s rillen alle 
(re':llen) 'Werte durchlaufenden .. Pammell'r", 80 haben wir ill (2) 
eine "Schar" eon Geraden G auf dem IIyperboloid dargl'stellt, die 
sich stetiger Änderung fon s 'entsprechend stetip ancinandcrreihen; 
und zU'ar kommt dieser Schar ·insofern einringfijrmiger Zusammen-
sclillt{;l zu, als drnbeiden Extrol!lI'erlen s = + 00 ein und dieselbe 
Gerade entspricht. -
Es besteht weiter der Satz: Durch jeden Punkt (x, y, ,,) des 
Hyperboloids läuft eine lind nur eine Gerade G, der Schar (2) 
hindurch. Verschwindet nämlich für (x, y, z) keiner der vier Li-
nearfaktoren in (1), so gilt: 
.3;.+.3.... 
a c 
1- Y 
b 
x 
a 
z 
c 
und der endliche, von 0 verschiedene \Vert dieser Quotienten lie-
fert den eindeutig bestimmten Parameter s der durch (x, y, z) hin-
durchlaufenden U,. Ist!! = IJ, so bestimmt sich s aus der ersten 
tenJ, da~ auf dem Ellipsoid, dem elliptischen Paraboloid und dem 
zwelBchahgen Hyperboloid gerade Linien nieht existieren. 
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Gleichung (2) eindeutig, Die zugehörige Gerade G, läuft aber tat-
sächlich durch (x, y, z), da auch die zweite Gleichung (2) erfüllt 
ist. Es ist nämlich für y = b zufolge (1) entweder x + .z_ = 0 
a c ' 
und dann gilt s = 0, oder es ist x +!- =+= 0 (wo auch s ~ 0 
a c 
gilt), und dann ist zufolge (1) eben i!. - Z = O. Für 11 = - b \ a c ~ 
zieht man zu entsprechendem Gebrauche die Gleichungen (3') heran. 
An (2) reihen wir jetzt das Gleichungenpaar: . 
{4) ::. + .~ = t (1 - .Y) 
a e b ' 
( X Z) u t a - c- = 1- t 
an, welches zu einer entsprechenden Betrachtung Anlaß gibt. }:" 
gilt der Satz: D~trch das G-leicJllwgcnpaar (4 J mit dem "Para-
meter" t ist eine .zu'eite"Schm'" von Geraden 0 1 IIUf' dem If1ljicr-
baloid dargestellt,lcobei wledn' durch jeden P,mki d,r Fliich,' eille 
und nur eine Gerade der Schal' Mndurchläult. V, eiter besteht der 
Satz: Zwei Gerade der gleichen Schar sc/meiden siel, lIidd, .wl'i 
Gerade verschiedener Scharen schwiden sielt stets. Der erste Teil 
<les Satzes ist bereits bewiesen: denn bätten {;, und (; " pinen 
Punkt gemein, so würden durch diesen Punkt des Hyperboloids 
eben zwei Gerade der ersten Schar laufen, was ausgeschllIssen ist. 
Den zweiten Teil des Satzes beweisen wU' durch All,ll-ahe d"r 
Koordinatpn: 
st + 1 
". = a· s+ t ' 
s-t 
Y =-IJ-_··. s+ t· 
81- 1 
z = (' 
des Schnittpunktes ,on G, und G/L Die gp,arutell I.~era,iell d'>r 
einen Schar erscheinen somit tlngs einer einzelnen Geraden d,,!" 
anderen Schar aufgereiht. 
Daß die hiermit 1Jetr:lchtetpn Geraden G, und (;: <111r<:Il ein"n 
einzelnen Punkt P des Hyperboloids die an! J.nfang des Para-
graphen gefundenen heiden G,·raden durch Psind, j-t jetzt rpidn 
zu zeigen. Es kann nämlich durch P üherhaupt keine dritte· Gp· 
rade Ci, die ganz auf der Fttchfl liegt, hindun:hlaufün. (;iibe es 
eine solche, so lege man durch einen VOll J> \"ersl,hieden\"ll Punkt I" 
von a die zugehörige G" der ersten Sdlar, "eklw ni(.'ht mit (; 
identisch sein kann und übrigens r; I :schneidet. Die Ebene Ile" alb 
GI' G und Ci., gehilueten Dreiecks wiirde .]:111n da, HYP"rhul"i,1 
in diesen dNi Geraden schneiden, wilh!'l,nd dn"h dip ":cbnittkurw 
zU'eiten Grades nur in ziai Uerade zerfallen b uno 
Die vorstehenden :Entwickluugrn übertriigt Illall ,jl!llc' .:'llülr·· a1lf 
das hyperbolische Paraboloid: wir hegniigrn un, dam:r. d.;,' (;lri-
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chungel1paarc der heiden Geradmschal'cn Ij'ir das h!/perbolische 
Paraboloid (2) S. 126 anzugebpn: 
x 
+ 
y 25, s(X n - /; = = -, a (( 
,7: }/ ,'x n .- -r I, = f::, t (- - = :2-a \(t 
Auf Grund der gewonnenen Sätze ki.inneu wir Modelle des ein-
sehaligen Hyperboloids und des hyperbolischen Paraboloidö mittels 
g~spannter Fäden, sogenalJllte .,FlldCillJlodelle" der beilIen Flächen 
leicht herstellen, Fig. 95 zeigt ein Fadenmodell eines einschaligen 
Hyperboloids, von einem weit entfernten Punkte tIer !/-At'hse ge-
}'ig, !I;'. 
sehen, Durch zwei Parallelebencn zur x,!J -Ebene, die oberhalb 
und unterhalb dieser Koordinatenebene verlaufen und gleichen 
Abstand von ihr haben, wird das Hyperboloid in zwei kongruenten 
EllipsenE und E' geschnitten 1). In diese beiden Ellipsen sind 
die Fäden, elen GenLdeu G, und C; I entsprcehenJ, eingespannt~.J. 
Bei der Herstellung des ~Iodells gehe man so vor. Eine erste 
Gerade GI werde vom Punkte Q auf E nach dem Punkte Q' der 
Ellipse E' gespannt. Die Strecke (.I Q' der Geraden Gt wird dann 
von einer Auzahl von Geraden G. getroffen. Beginnt eine einzelne 
1 ) In tler Figur projizieren sich E und E" in .lie bei den gerad-
linigen Windel'. 
2) 1n Fig. 95 sind die Geraden tIer einen Schar etwas stlirker al~ 
die der anderen ausgezogen. Doch kann man die Zeichnung auch ;;0 
allffassen, daß nur eine Gel'aden8char zur Darstellung gelangt i~t; 
die i'chw'lchpl' ausgezogenen Geraden liegen dann auf der Hück~eüe 
des :lt! <,<1.;11". 
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dieser Geraden im Punkte P der Ellipse E, so schneidet die durch 
P und GI festgelegte Ebene die Ellipse E' außer in Q' noch in 
eine~ zweiten Punkte P'; G, ist dann die Gerade PP'. )Ian wird 
so leIcht eine Anzahl von 
Geraden G von E nach , , 
E spannen, welche QQ' 
treffen. Diese dienen dann 
entsprechend zur Anlage 
weiterer Päden GI USIV. 
In Fig. 96 ist ein Mo-
dell des hyperbolischen 
Paraboloids abgebildet, 
bei dem die Fäden in ein 
windschiefes Viereck, ge-
bildet aus zwei Geraden Fig. 96. 
G. und zwei Geraden G" 
eingespannt sind. BeiRel'-
stellung des }Iodells kann 
man entsprechend verfahren wie eben beim Hyperboloid. )Iau 
spanne zwischen den beiden Raudgeraden G, eine erste Gerade f;',. 
Damit sind dann bereits alle Geraden G. de5 Modell;; bestimmt. 
Ein Punkt P der einen Randgeraden GI liefert nämlich mit d"r 
eingespannten GI eine Ebene, die die gegenüberliegende RanJ-
gerade (Tt im Punkte P' scbneide, dann ist PP' eil!e Gerad~ f;,. 
/ 
f 
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VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN 
HANDBUCH 
DER 
ANGEWANDTEN MATHEMATIK 
HERAUSGEGEBEN VON 
DR. H. E. TIMERDING 
O. PROFESSOR AN DER TECHXISCHEN HOCHSCHl:LE 
IN .BRAUNSCHWEIG 
1. Band: Praktische Analysis. Von Dr. Horst von Sanden, Pri-
vatdozent an der Universität Göttingen. )fit 30 Figuren. (XIX u. 
185 S.] 8. 1914. Geh. elt 3.60, in Leinwand geb. ,.1{ 4.20. 
H. Band: Darstellende Geometrie. Von Dr.J ohannes Hjelmslev, 
o. Professor der darstellenden Geometrie an der Technischen 
Hochschule in Kopenhagen. Mit 305 Figuren. [IX u. 320 S.] 
8. 1914. Geh . .Jt ö. 40, in Leinwand geb. ,.1{ 6.-
III. Band: Grundzüge der Geodäsie mit. Einschluß der Ausgleichungs-
rechnung. Von Dr. Martin Käbauer, o. Professor der Geo-
däsie an der Technischen Hochschule in Braunschweig. Mit 
277 Figuren. [XVI u. 420 S.] 8. 1915. Geh. ,I( 9.-. in 
Leinwand geb . .,{(, (). 60. 
Weiter werden voraussichtlich folgen: 
IV. Band: Die graphischen Methoden der technischen Mechanik. 
\". Band: Mathematische Statistik und Versicherungstechnik. 
n. Band: Grnndzüge der Astronomie. 
Das Werk, dessen drei erste 'reile zuniichst er.-ch(·int·n werden. 
ist bestimmt, die gesamte angewandte :Matltematik in ein~r für die 
Stndierenden der rniversiUiten und der Technischen Hochschulen 
gleich brauchbaren Form zn behandeln. Als angewandt;· Mathe-
matik bezeichnen wir alle die Zweige der Mathematik. die zwi,("hell 
der theoretischen Entwicklung und der wirklichen Anweudung auf 
technische und naturwissenschaftliche Prohleme liew·n. Hierb ... i ist 
natiirlich nicht ausgeschlossen, daß, wo die theuretis.-!w Entwick-
lung für die Anwendung nicht ausreicht. sie in passel1d,.~r WeiRe 
ergiinzt werden muß. -ror allen Dingen ist augt·wandte ~[athematik 
eigentliche ~rathematik, nicht PhY8ik uder Technik: sie ist nur 
~Iathematik, die nach den Anwenuullg,gebieten und U('n prakti-
schen Zwecken orientiert ist. Danach b",tilIlllJt sich der wath,'-
matische Ckarakter de" vorliegenden Werke,: llUd die Augrt>u7.ung 
seiner einzelnen Teile. Dienlich wird es 5i("h jedem prweis'>n. 
für den der praktische t.;ebranch der ~rathemati~ in irgelldeiner 
Hinsicht, und aus welchem UnlOde "s auch sel, Illtnesst' hat. 
VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN 
DIE ELEMENTE DER 
ANALYTISOHEN GEOMETRIE 
ZCM GEBRAl'"CHE Ar:;- lIÜIIEREN LEHRANSTALTE::\ 
SO"\V1E ZüM SELBSTSTUDICM 
}Iit zahlreichen tbung,bei'piel"u 
In zwei Teilf,n: 
I. Die analytische Geometrie der Ebene. r on Dr. H. G an t er, Professor 
an der Kalltonssclmle zu Aaran. nnr! ]»)'. F. Hurlio, /'l'Ofessor um 
Polytechnikum zu Ziirieh. Mit M) Figuren im Text. R .. \"erhe,serte 
Anflage. [\'III n. 1~1 S.] gr. 8. 1913. In Leillwallrl grlJ. n . . ft 3.-
II. Die analytische Geometrie des Raumes. Von Dr. Ferd. R 11 d i 0, Pro-
fessor am Polytechnikum zu Zürich. }Jit 20 Fig. im Text. 5., verb. 
Anflage. iX 11. 19·t S.] gr. H. 191:1. In Leinwand geb. n. vlt a.-
"Da~ rasche Aurein~llderf()lgen Heuer Auflagen ist an und ftir sich E~hon 
ein Beleg für die (iUtf: unti Hr:mchharkt:it dieses LnhrhuclH~s. \Venn sich"nher trotz 
!lps durch:-;chlaQ't~nd('n Erfolge,; din Autorcln in ihrer hekannten Rührigkeit noch 
b'::WlthAh, die in' verschiedeneIl, aUoInahm:.108 gii.[1~tigeD Besprechungen geaußerten 
Wünsche Ilaeh ErweitetllIlit nach .:\Iaßgabe des Grunllp1a.nes tunlich>tt :f.ll berlick-
sichtigen, ~f.J sichern si~ damit ihrem \\rerke dauernde Btdiebtheit und verschatfen 
ihm schlie~lich jene kla::lsiscltü Bedeutull2, welche 11 ur durch das harmonische Zu-
sammeu wirken vOn Arbeit und Kritik err~ich.ba.r i :It" .. " ("nd 80 wird "ich df'Ull 
das nach streng wissenschaftlichen Prinzipien yerfalJte und dabei leieht ver5n"lId~ 
liehe \Verk beim Schul- und Selb:ltunterricht ueuerding:'l t"rllchtbrilJgcnd b~währen 
und 7.uvl:rsichtlich no eh :-lpiitenlIl GI'ucratirmell in immer zeitgoma.1.\elU Gewl:J,ucle 
ein RotIL gründlicher Belehrung bleil!t!u,'· (Zeit~;chrift fit!' daM Reabchulwe:){!u,) 
ANALYTISCHE GEOMETRIE 
DER EBENE 
ELEMEKTARES LEHRBUCH FÜR HÖHERE LEHRANSTALTEN 
VOX OBERLEHRER DR. EUGEN LUTZ 
.\lit13Hig. [Xn.31J1S.] gr.S. H109. Geh. oft 5.-, inLeinw.geb.vlt 6.-
Das Buch soll eine Brücke sein zwischen Schul- nna Hoch-
schulmathematik und soll dem Lehrer als Handbuch, dem Primaner 
vorallem zum h;inslichen Studium dienen. Sorgfältige Stotfgliederung, 
ühersichtliche und leichtverständliche Darstellung und fortw.!!-hrende 
Einübung an einem umfangreichen Material gut gerichteter Cbungs-
aufgahen: da- sind die drei wesentlichen Merkmale dieses Lehr-
buche,. Den Figuren wurde besondere Anfmerksamkeit gewidmet. 
Bei clpr Ahleitung der Lehrsätze ist fast durchweg der Grundsatz 
befolgt worden, das zu lösende Problem dem Schüler vorzulegen und 
erst hernacl:! das gefundene Ergebnis in einem Satz zn formulieren. 
Das starre euklidische Verfahren, wonach der tlatz zuerst fertig aus-
ge,prochen und dann bewieoen winl, liegt gewiß nicht im Intere~se 
eines g"ps\l!1(1en Cnt'>rricbts, der die Selbstt;itigkeit anregen möchte. 
VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN 
RepertorIum der höheren .Jluthematlk. Von:R Pasca.l. 2., völlig umgearbeitete 
Anfla.ge der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung za.hlreicher Mathematiker 
hera.usgegeben von P. Epstein, B. Rothe und H. E. Timerding. 111 
2 Blinden; Analys.is und Geometrie. 8. 
] Rand: Analysis. rnter Mitwirkung von R. Fricke, Ph. }'urtwänglel~ A. Guld-
berg, H. Hahn, ~t Hecke, E.Jahnke, n. Jung, G. Kowalewi!ki.A. I,ocwy, 
};. Pa.sca}, H. E.Timerding, hrsg. von P. Epstein und J-t Rothe. 
11. 
J. Hälfte: Algebra~ Diffuential- uud Integralrechuung. XY, 5S7 S. 
1910. geo. n . • ft. 10.-
II. (Brscheint Sommer 1915.] 
Geometrie. Unter Mitwirkung ,on L. :Berzolari, R. Bonola, E. Ci:'mi . 
.!\r. Dehnt l<~r. Dingeldey, F. Enrlques f G. Gira.na, G. GuareBchi, 
L. Hetrt.cr, 'Y .• 1acobstha.l, H. Liebruann, .1. Mollerup •. r. Seuberg, 
U. Perrazzo. O. Staude, E. Steinitz, H. "~icleitDer, K. Ziodler, hng. 
"on H. E. rl'imerding. 
I. Hälfte: Grundlagen und ebene Geometrie. XVI, 534 S. 1\.)]0 
geh. n .• # 10.-
H.., [Erscheint Sommf',r 1915.J 
l" .• Ich muß es mir versagen, bei einern enzyklopädücbeu ""cI'ke auf EiI1ze1~ 
heiten elllZugehen, ich will nur noch bctJHJrken, da.C gerade dip hief vori/etral;('uen 
'l'eHe des P:a.scalschen Repertoriums mit der üblichen Schulmathelllatik in inlligstf'J' 
Berührung stehen und deshalb für die I J I:! h r e::: an h ö h (> r l' 11 Sc h \l J l' n \' 0 Il 
all e r gr öß t e n.a I tl te re $.5 e sind," (M4them~tisch-Xa.turwis:-;(>llscha.ftliche Blatter. 
EncykloIJiidl~ der Elementllr·lIathpUlfiti.k. Ein IIandbucb für Lf'hrf'r \1. ~tul1it'rO:lld.f' 
VOll H. ~"eber und .1. 'Yel1stein. In 3 Bänden. Mit Textfig, gr.~. ~l'h 
Baud I: 
" H: 
" llI: 
}~lem(lllt&re Algebra und .Analysis. VOll }-[ \\"eher. 3 .. -\uflag(· 
XVIII, 531 S. 19(1~. n . • Ii. 10.-
Elemellte der Geometrie. Von H.1\"'euet. ,T. \\· ... -'11 ,,;(·il1 llll,l 
'V. JacobsthaI. 2. Auflage. Xil,596 S. l~.O., ll . • /i.l:!.-
AJlgewandte Elementar-Mathematik. Yon H. ,\Y l'lIer, J. W (.!: 8 tl'i I. 
und R. H. Weber. 2, Auflage. In 2 TE'ilen. 
I. Teil: Mathematischu Physik. :Mit einem Buche fibet )1axillla UtI,l. 
Minito.a von H. \\r e b e rund IT. "r {1 LI s t e i ll. Bearbpir,·t ~.Q:, 
TI. H. W € b e r. 2. Auflage. XD. 586 S. 1910. n., ,,_ 12.-~ 
11. Darstellende (;comttric, graphiJ;che Statik. 'Yahrsch!·ili1i(':I~ 
kf:itsrechnung. politische AritLtIll'rik llUd _-\stroltnmit'. YI)'l 
J. \Yellsteiu, H. "reber. H.131eicher und J. Bltl;' 
schil1~er. ~,AuflagE'. XIY, 6~1:';. ItiJ::. u. ,// U.-~ 
.. Das J~uch ist ein mathematisches Handbuch e r ~ t ~ u TI a 11 g e '!- lln\l $l.wnh' 
;':UT Seucrwcrbung mathematischen \Yisselll! ab auch 7.ur Wit~rl('rbrllnJ)g YI.,r:n·r:Tkl) 
gl'cignet. Es kaHn naher jt~deU1 }'l'eunde (Ipr 3!3,tJlrmatik. j",(t\'al :-;t·min.1Y:-l.bltl: !'it·tltt·~i. 
Jer auf cUeöem Cehieh:l ,,-eiter:lrbelten ·will. je\le!ll ~tndi('l't'Jld(,H ,i,'r ;\[a~L":I::tt:;~­
ltlld nu<.:ft manchom darüber hinaus auf do.~ ,\ ärIll~tt' empf(lhh'll wl·rI1"1,'" 
(Litrrariscl,,' Bl'i1agf' zur l':'t1rll;t,!~h 'ht'Il I"'[mnjl 
f~rlllHlh;hrt:u deI" llatlu·matik t'itr -...1ndif'ri'TII1t! und L,'lIrl·T. 111:.! TIn g-r"', ","I 
I. Teil: Dit' (';'rundlehr~n dl~'t" Arithmetik und Alg\'hl'a. J:e:nbei!ct YdU}: ~ Pt t" 
nnd C. ]'ä,rbc r. ::! K:inlh.'. 
1. Balltl: Arithmetik, "tm l)rof,'~$nr t j·'är}-.('r j:', l:l:'rJin ~I:: 
~I Figuren. XV, llO S. Ul1. ~-
IJ. Algehr:.l. Von PrM'f'~!Or K:S e t t 1) 1Il 1.;ip":t·IL ~Ii!'" FigG::-.·11 
XII, :3:! ~ 1;315 ~IL 7.::0 
Il. Diü Gruf:ill\:!brcn derGpometrie. Von v,-. F l' Z. :'.11" 'yl' r :itlli J1. T h i f','u (. 
2 l:ii.ndl'. 
1. P,:t,nd: Dil~ J~h'mclltt' (101' Gt'oln!.'!rie. \·on Pr",'It'!--:"<'l' 1.11'. H. T]: 1 ,':J;' 
in Hromber;t. ),!it 3~3 Fignrt-'n. xr:. J~q:-, 1:'('\:, f! 
11. Dü' geolllütn:wh,\n Gpbiltl.:' \llrn ~ti~IId.].'lIukti' .i.cr Y\'r\\·r1.1:,lt-
:.:(!ha.ft~n. YVll Profe:Hlor 111'. Frz . .:\!l'y.:r in Kl.nl~,:,r.·r:: 
[In Y(.rbereitullg'.~ 
l>ie Grulldlehren <"l,'1' M3.tlu:rua.tik" iiiI"t kt'in H:tndb:~,_·;,. in 111 l!l "-I:)' r ir~.'nJ· 
wie wis8;nswert0 Stoff a.ufgt>::ipeichrrt w11rl1p. --uu·lerll <I' i-'ir~ll in (·:,!!!t,·r l.inl~\ ,;, I' 
Untl?rricht, und zwar auch deu! Sl~ll''itnnrt'rrkht ,!!,'wldr.·p·t. Tit:'f~I'HI"B Fm~l'!l "ll'-·i~t. i 
sie durch gelegentlicht .. \ nsblicke gf'rel'ht zu w(·r'}'\Il. ~i(';" rrllnd,'r l"uli .::In,.h ,1'T, 
histori5('_hen !lItt"rt:SSPD H(!chuung ~c~ra).!f'n W!·!lt.('11 dnrcll dlt' .\.ng:."l.b l· dt-r wwhtl":i~t'll 
.:'tlom~!nte in ,!l'r zeitlichen Entwick!un~ III-\r '.·IUU1Ut'll '!'l'I'"nl'n 
VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN 
Dette, lL, ana.lytische Geometrie der Kegebchnitte. Mit ·lt> Fig. VI, 282 S. 
gr. 8. 1009. geb. n. vi! 4.40. 
;, ... Der verhältniamii.ßig große umfang des behandelten Stoffes, nie kla.re, 
außerordentlich anschauliche Daratcllungaform unu die zahlrdchen, lehr gOBchickt 
gewählten Recbnungsbeiapiele machen da.s Buch zu einem der empfehlenswortflsten 
Lehrbücher an! dil:!bCm Gebiot.h (Xaturwi!:lsenschaft1i('bc Rundschau.) 
Fort, 0., u. O. St:hlÖmlleh, J..Iehrhllch der nnalytil'3chen Geometril". ~ '1'eiI8. 
Mit Holzschnitten im Text. gr. ~ geh, H • ..,#t. ~~,-, geh. n . •. H 10.60. 
I. 'feil: AllalytiBche Geometrie dt'r Eben~, von O .. Fol't. 7, Auf!. VOll R. 
Heger. XVlI t 26:i S. lt/Ol. geh. n . .M. .1.-, geb. n. ~I{ 4,!:W. 
11. Analytische Geometrie des Raumf:s, von I), Sc h 1 Ö m i 1 c h. ';. Aut!. 
VOll R. Heger. VIIf, 326~. 1~13 gj~h. ll . .Jt I;.~, gub. u .-,t I'UIO. 
U' • Vlegeu dieses Btreng sYltema.tischen Aufbaues verdient da.s \V'('l'k, obgleich 
kein Schnlbuch hn engeren Sinne, doch auch an dieser ~·.aelle eine warnll~ }<;mp~ 
fehlung j es wird nicht nur dem jungen StudIerendeu. für den eI:1 zunilchst ge-
schrieben 18t, votztigliche Dienste lebten, 80tHlern alll'h dem }wreits in die Sache 
eingefü.hrtan aLtcren Schüler, der bflgiAl'ig ilSt, mehr zu flrfa.hrt'1l uno einf' höhete 
Warte zU erklimmen, und nicht minder dem Lehrflr .h:r Realprima hei d ... r Vor-
bereitung auf den Unterricht - die iusthodisclle Vorarheit freilich ,'npa.rt BB 
ihm nicht." lM. Schu!:Iter im Pädagog. Archiv.) 
Hoc~h~"~., .A.~ Aufgaben aus der analytischen Geometrie df'r .Ebene, :1 Hefte, in 
Je z I C1l~n. gr. 8. 
Heft 1. Die gerade Linie, lier Punkt, der Krais. 4., YPl'mehrte Aufla.ge, be-
arbeHflt von 0, Jahn und }'r. Hochlleim. 1'J11. 
A. Aufgaben. VI, 10"& S. geb. n . . .Jt 2.40. 
11. Aufl(.::un~l;ln U, 136 S~ geb. 11 • .Jt.. :L60. 
11 Ir. Die KegelsChnitte. Abteilung I. a., vermphrtc Auf laH'e, bearbeitet 
von O.Jahn und l'~r. Hochheittl. 
A . ..Auf~aben. IY; 90 S, 1806. geb. n ,.Il. l.HO. 
B. Anfl63ungen, )Iit l,'tg. 106 S, 1!101i geh. n . .. It.. 1.60, gt~h. n. ",H, 2.~W. 
n UI. Die Kegclschuitte. Abt. H. ~,Autl. IHl!. 
A Aufgaben. 68 S. geL. il. .At.. 1.20, geh. ll, • ...tl. 1.80. 
B. Auflii:mngen, 100 S. geh. n . .Jt. 1 ~O, geh. n. 0IH.. ::1.40 
RODge, C., analytit:ichtl Geometrie der Ebene. l\olit 15 Fig. IV~ HIE! S gr.8. 190";. 
geL. n. "I(. 6. 
" ... Das ""orliegecde Lehrbuch zeichnet sich besondflrs durch die sta.rke Be-
rücksichtigung der Praxis ans. . .. Es ist :tu wünschen, da~ nicht nur 'l'echniker, 
sondern auch ~tudierf!nde der ~Iathematik da.s Buch dnrcharbeiten.u 
(.Jahrbuch fUr die Fortschritte aer )Iathematik.) 
Scbröder~ J., Aufga.ben für den TTnterricht in der ana,lytischen Geometrie der 
Ebene an höheren Schulen. Mit! FigurentaCeln. IV, 49 R. gr. tL IIHO. 
steif brOtiCh. n . .At. 1.40. 
8ereri, •.•• \·orlesuDgen über algebraische Geometrie. Geometrie auf einer Kurve. 
Riemann~che Flachen. Abelsche Integrale. Autorisierte deutsche AUl:lgabe yon 
F.. L 0 (fl e r. gr ,~, [Er.,cbeiut Ende September HlIS.] 
:stau~.e~ 0., aualythche lTeometrie des Punktes, der geraden Linie und LIer Ehe~e. 
lu.n Ha.ndbuch zu den Vorlesungen und L·bungen über analytische Geometne. ~llt 381 l!'ig. VIII, 4-17 S. gr. 8. 11105. geb. n . .Jt 14.-
-- :m~lytiBQhe Geometrie des Punktepaares, des Kegelschnitte:! und tier FHtche 
zW~lte.r Urdnung. ~Iu ~ Tellbanden, Mit zahlr, Fig. gr. 8. 1910. 
I. fellband : X, ;)4 .. <\:-i. geh. Xl, . /1. 20.-·, geb. n . • ..It 22.-
11. IY, .t51 S. geh. n . .Jt. 16.-, geL. n. "/t. 18.-
-- an.alytisc~e Geom.etrie der kubischen Kegel~chnitte. :Mit St' Fig. VIII, 242 S. 
g'.8. 191;), geh. n . .Jt. ~.- geb. n. "I( 10.-
Study~ E." VOrlesungen über ausgewählte GegelH:ltanda der Geometrie. ca.. 5 Bände 
"'on Jtl 10-12 Bogpn. gr . .';. steif geh. 
1 Heft: }:ben~ analytiriche hun-ell und zu ihnen gehörige Abhildungen. Mit 
~I }"'ig. IV, 12,;~. l!Jll. n. "'~ 4.S0 . 
. ) Heft: enter MH\Virkung yon \\~ nl~8chke. Konforme Abbildung einfa.ch-
2u,~:unmenhä.u~end"'rnereiche. :Mit ·1:3 Fig. VIII, 142~, 1913, n .... .n..J.60 

